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ein- und zweidimensionale Statistik Spielmann

Einfihrung

in Methoden der ein- und zweidimensionalen Statisti k
(Michael Spielmann)

Eindimensionale Stichproben

1. Aufgabe der eindimensionalen Statistik und gruneihelg Begriffe

Grundgesamtheit, Stichprobe, Kennzahlen

In vielen Bereichen der Wissenschaft und Technikman mit Hilfe derdeskriptiven Statistik Aussagen tber
eineGrundgesamtheitmachen, die zu grof3 ist, um sie ganz zu erfadgan.untersucht stattdessen eine
Stichprobe. Sie wird geordnet, klassiert, graphisch veranglittat, zahlenmaRig ausgewertet. Dazu berechnet
man Haufigkeiten, Mittelwerte, Streuungen.

Die absolute Haufigkeit eines Ereignisses gibt an, wie oft das .
Ereignis tatsachlich eingetreten ist. Déative Haufigkeit é‘ti'(fﬂ;fgﬁg & é’ti\éﬁﬁgﬁten der
bendtigt man als Vergleichszahl bei Serien oder
Zufallsexperimenten unterschiedlichen Umfangs. Uh@®
Versuchen trat 55-mal G ein, dann ist die absdli#tefigkeit 55
und die relative Haufigkeit ist 55/100=55%=0,55e Diabelle,
die die Stichprobenwerte und die zugeordnetenivelat
Haufigkeiten enthalt, nennt mataufigkeitsverteilung.

Der Mittelwert als einzelner Zahlenwert soll die Stichprobe
reprasentieren. Die Information der gesamten Stathgwird
dadurch reduziert zugunsten einer kompakten Daustgl
Streuungen also Abweichungen vom Mittelwert oder
Spannweiten, bestimmt man, wenn man Stichprobechgle
Mittelwertes vergleichen will oder Uber die Strukder
Stichprobe mehr aussagen will als der Mittelwddiaé zulasst.
Mit dem Rickschluss auf die Grundgesamtheit betigh&fch
die Beurteilende Statistik Sie bendétigt zur theoretischen Begriindung die rdéieinlichkeitsrechnung.

Grundgesamtheit 3. Riickschluss auf

Grundgesamtheit

2. Erhebung und Aufbereitung einer Stichprobe

Gewohnlich ist eine Stichprobe in Form einer undeeten Liste, der sogenanntdriiste, gegeben. Die Anzahl
der Elemente ist dé&dmfang der Stichprobe. Enthalt die Urliste wenige Elereesbrtiert man sie. Enthalt sie
viele Elemente, fasst man sie mittels einer Stistdlin Klassen zusammen. Die Strichliste ist satior
Haufigkeitstabelle.

Beispiel Klassenarbeit:

Urliste 231433452325464434213312

Strichliste
1 2 3 4 5 6
Il 1 i [ Il I
Man ordnet die Haufigkeitstabelle meistens vertdal
X N;
1 2
2 5
3 8
4 7
5 2
6 1

ANMERKUNG:

Die Stichprobenwerte haben wirgenannt, sie hei3en aukterkmalswerte.
Die Haufigkeiten haben wir; genannt, sie heil3en auBkrsetzungszahlen
Man sagt auch, die Merkmalswerte seien mit den 8esgszahlegewichtet
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ein- und zweidimensionale Statistik Spielmann

Zur rechnerischen Auswertung der Haufigkeitstabediesich folgende Anordnung bewéhrt.

Definition arithmetisches Mittel

=)

XiN;

2

10

24

28

o|u|bh|lw|N|R|X

10

6

Summe

G N|N[C0|OTN

N

90

3. Kennzahlen: Mittelwerte, Streuungsmalie

Die Information, die in der Tabelle steckt, will mkomprimieren. Eine einfache Methode ist die Bestung
eines Mittelwertes.

Arithmetisches Mittel ist der Wert, der die geordnete Stichprobe in B@keiche gleichen ,Gewichtes" teilt.
Bei unklassierter Stichprobe

-1 10
X=Z(00+ X+t X+ %) =2 D %
n N

Bei klassierter Probe, Einteilung in k Klassen @&#wichten n

-1 1&
X= 204N N, +eo X N) =25 XN

i=1

Beispiel: Vergleich von Klassenarbeiten in eineas€e, Facher Deutsch-Mathematik

Beispiel
Deutscharbeit Mathematikarbeit
Xi n; Xin; Xi n; Xin;
1 2 2 1 0 0
2 5 10 2 4 8
3 8 24 3 12 36
4 7 28 4 9 36
5 2 10 5 0 0
6 1 6 6 0 0
Summe 25 80 Summe 25 80
X= 8—0 =32 X= 8—0 =32
25 25

Vergleich: Die Deutsch-Arbeit hat einen Mittelwert (Durchsittemote) von 3.2, die Mathematik-Arbeit
ebenfalls. Die Arbeiten sind gleich gut ausgefallen

Ein Unterschied féallt auf. In Mathematik fehlen teten 1, 5 und 6, die Ergebnisse liegen engeiraider.
Was sagt der Mittelwert aus? Wozu berechnet mah ikann man die Stichprobe durch den Mittelwert
zutreffend beschreiben?

Der Mittelwert ist eine durchschnittliche Note, ¢wegen der Nachkommastellen offensichtlich) von
niemandem erzielt wurde. Warum berechnet man ilemnver nie realisiert wird? Er soll die Stichprobe
reprasentieren. Er stellt einen griffigen Wert dhar, die Stichprobe beschreibt. Er ist ein Durchigtdwert, von
dem die Stichprobenwerte allerdings mehr oder verstark abweichen.

Fur einen tiefergehenden Vergleich der Stichprobebendétigt man ein Abweichungsmal3, das sogenannte
Streuungsmall.
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Definition Streuungsmalie, Spannweite und Varianz

Wir sahen oben, dass zwei Verteilungen sehr uttedliche Form haben kénnen.

Als Streuungsmald kann dipannweitedienen. Sie ist die Differenz des grof3ten undkiksasten
Stichprobenwertes. Die Spannweite ist allerdingsamu grobes Maf3.

Wenn in der Arbeit eine Eins und eine Sechs, samsDreien und Vieren geschrieben wurden, ist die
Spannweite 5 bei moglichem Mittelwert 3,5.

Wenn in der Arbeit nur Dreien und Vieren geschriebairden, ist die Spannweite 1 bei moglichem Mittrt
3,5.

Die Spannweite erfasst also nur die extremen Walleeanderen Werte werden nicht beriicksichtigt.

Ein individuelleres Malf3 ist die durchschnittlichbweichung vom Mittelwert.

Um den Sinn von Abweichungsmalfen besser zu verstehehe man sich die folgenden Beispiele klar.

1. Beispiel: SchieRversuche

Ein Schiitze kann beim Schief3en auf eine Schelidgrachielen, das heildt, er trifft Wlesentlichen die Mitte.
Dabei kann er genau oder ungenau schiel3en, wasibeiddass er eng um die Mitte oder weit vertafift.t

Er kann aber auch falsch schie3en, das heil3t,iffirnicht die Mitte, sondern einen anderen Bereibhabei
kann er genau oder ungenau schieen, was beddasst die Treffer eng liegen oder weit verteilt.

Wenn er genau schief3t, muss er nur anders visigvenn er ungenau schief3t, muss er lange tben.

2. Beispiel: Flaschenfllung

Mineralwasserflaschen missen eine bestimmte Fidlladifiveisen. Mit der Zeit verstellt sich die Magehi

Fullt sie falsch aber genau, ist eine Korrekturwendig. Fullt sie ungenau, wird sie grindlich Gbatiwerden
mussen.

Beispiel
gleicher Mittelwert, gleiche Spannweite, unterschigliche « Streuung »
X N; Xin; X N; Xin;
-2 7 -14 -2 1 -2
-1 16 -16 -1 12 -12
0 30 0 0 47 0
1 26 26 1 28 28
2 11 22 2 2 4
Summe 90 18 Summe 90 18
- _18 -1
==2=02 X="-=02
90 0
Hier ist ein Séulendiagramm, das sogenahiigséogramm informativ.
50
40
30
20 -
‘Il [
0 I:L_
-2 -1 0 1 2
OReihel 16 30 26 11
E Reihe2 12 47 28 2
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Wenn man die Summe der (linearen) Abweichungen Mittelwert berechnet, erhalt man immer 0O; positive
und negative Abweichungen heben einander auf; dizdichen verschwinden durch Betrage oder Quadrate.
Um ein brauchbares Abweichungsmal zu erhalten,enidie Vorzeichen verschwinden.

Wir entscheiden uns fir die Summe der quadriertewedchungen.

Die mittlere Quadratische AbweichungoderVarianz ist

bei unklassierter Stichprobe

1 1 - - 19 -
V=g2=—"-S =—|(x,-X)°+-(x —X)*[=——=D (x —%)*
X n_l XX n_l[( 1 ) ( n ) ] n_lé( i )
bei klassierter Probe mit Einteilung in k Klassenl gewichteten Merkmalswerten
1 1 - - 1 -
V=s’=——S =——|(x,-x)°n, +--(x, —X)°n, [=—— - —X)°n,
| R R U R S MOl

n —
Die abkirrzende Schreibweisg,, = Z (% — X)? kann zu gréRerer Ubersicht fahren. Im Folgenderdeser
i=1
wir sie ofter benutzen.

Hinweis: Wir haben durch den Stichprobenumfamg 1 geteilt, um die mittlere Abweichung zu erhaltein E
anderes Ubliches Verfahren ist das Dividieren duiciManche Taschenrechner bieten beide Streuungsaerte
Man kann nachweisen, dass der Term mit1 ein besserer Schatzwert fur die Varianz ist.

Da die Varianz ein quadrierter Term ist, hat sighimension verandert. Das ist nicht giinstig. Wetmin
Meter messen, niitzt ein Abweichungsmalf in Quadtatmeht viel. Die Wurzel aus der Varianz ist als
Abweichungsmald geeigneter. Man nenntStandardabweichung

I < P PR I PO
s—\/n_lz(xi X) Jn-lé“ XN

x

i=1

Berechnung der Standardabweichun

X M| (x-X)? (% - X)2n; X Nl (x-X)? (% - X)2n,
-2 7 4,84 33,88 -2 1 4,84 4,84
-1 16 1,44 23,04 -1 12 1,44 17,28
0 30 0,04 1,2 0 47 0,04 1,88
1 26 0,64 16,64 1 28 0,64 17,92
2 11 3,24 35,64 2 2 3,24 6,48
Summe 90 1104 Summe a0 48,4
1104 484
= —— = 1114 sX:‘/i:o,737
89 89

Die Beispiele zeigen die Bedeutung der Standardabweg:

ist die Standardabweichuiggol3, so sind viele Stichprobenwerit vom Mittelwert entfernt,
ist die Standardabweichumkgin, so sind viele Stichprobenweriah um den Mittelwert geschart.
Da ,groRR* oder ,klein“ aber auch vom MaRstab ablgingann, hat man dérfariationskoeffizienten

X

Mittelwert darf dann natdrlich nicht Null sein.

Beispiel:

Die Stichprobenwerte sind 3;4;§<;= 4; s =082

Stellen die Werte Meter dar, und man rechnet sigeimtimeter um, so isK = 40Q s, =82bei gleich

aussehender Verteilung. Der Variationskoeffizishjédoch in beiden Fallen gleich.

S,
—X definiert. So kdnnen Standardabweichungen verseh&dvariablen miteinander verglichen werden.

Der
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vereinfachende Formel fir die Varianz

Die Differenzen sind zumeist keine glatten Zahtiia,Quadrate haben doppelt so viele Nachkommastdlies
kann man durch eine vereinfachende Formel umgehen.

1
Abklrzend verzichten wir hier auf den Fakter— und rechnen

n-1
ohne Klassierung, dann ohﬂ]éi aber mit Klassierung, und noch mi{l—lund mit
n- n-

Klassierung.

n _ k _ k _
Su =2 (% — %)’ S, =2 (% %N 2 =13 (x -%°n

i1 i=1 n-lig
— 2 NG _ 2 TG 1 2 - —2
=2 (% =2xx+x) (=X (%" —2%x+x)n =—1Z(xi —-2x X+Xx)n

n_
- —2 - —2

== 2xx+ Y X =Y n =y 2% Y x| g , - —2

, s , P, —n__l(zxini_zzxxni"'zx n)
= x*=2nx" +nXx = xn —2nx" +nx

n K = i(fon —2nx +1x)
—2 —2 i
=> %2 - nx = %xn, = nx n-1
E i=L 1 (Zk: 2 )
=— N — nx
1 i:1X. i

Streuungsintervalle

Als Mal fur die Form und die Breite der Verteilutignt die Standardabweichung. Ausgehend vom Mitelw
legen wir dquidistant8treuungsintervalle fest und bestimmen die Anteile der Verteilung iesdn Bereichen.

S tragen wir vom Mittelwert ausgehend zu beidene®edreimal ab. Dann haben wir (fast) alle Merkmateve
abgedeckt.

Xj N; XiN; Xi N; XiN;

1 2 2 1 0 0

2 5 10 2 4 8

3 8 24 3 12 36

4 7 28 4 9 36

5 2 10 5 0 0

6 1 6 6 0 0

Summe 25 80 Summe 25 80
x=32
Linke Tabelle: Sx = 1.225 Rechte Tabelle: Sx 8.7
Sx tragen wir vom Mittelwert 3,2 ausgehend zu beiSeiten dreimal ab.

[ 1.975; 4.425] 20 von 25 = 80% [ 2.492; 3.907\vbh 25 = 48%
[ 0.751; 5.649] 24 von 25 = 96% [ 1.786; 4.614\vaH 25 = 100%
[-0.474; 6.874] 25 von 25 = 100% [ 1.079; 5.32%]v@dn 25 = 100%

Wir stellen fest, dass unabhangig von der GroReéthrdardabweichung die Intervalle relativ ahnliche
Prozentsatze enthalten. Die Histogramme hatterdal&orm einer Glockenkurve.

Im 3-fachen Streuungsintervall liegen nahezu 10086 Werte; im 2-fachen 95%, im 1-fachen
Streuungsintervall liegen 50% bis 80%.

Wir wéahlen die Standardabweichung als neue Einbeaitnit wird jede Stichprobe dimensionslos, und die
Stichproben sind untereinander leichter zu vergksic
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Betrachten wir noch ein letztes Beispiel, das endreumfangreicheren Stichprobe basiert.

Die Prufung von 200 Nietkopfdurchmessern ergabefotlp Werte
(12 Klassen, xsind die Klassenmitten)

Xi n; Xin; X2 Xi2N; X;-mitte
13,12 2 26,24 172,1344  344,2688 0,2¢
13,17 1 13,17 173,4489 173,4489 0,23
13,22 8 105,76 174,7684 1398,1472 0,1¢§
13,27 17 225,59 176,0929 2993,5793 0,13
13,32 27 359,64 177,4224 4790,4048 0,0¢
13,27 30 398,1 176,0929 5282,787 0,13
13,42 37 496,54 180,0964 6663,5668 0,07
13,47 27 363,69 181,4409 4898,9043 0,07
13,52 25 338 182,7904 4569,76 0,17
13,57 17 230,69 184,1449 3130,4633 0,17
13,62 7 95,34 185,5044 1298,5308 0,24
13,67 2 27,34 186,8689 373,7378 0,27

Summen 200 2680,1 2150,8058 35917,599

Mittelwert ist 13.40, Standardabweichung 0.121
[-0.121; 0.121] 146 von 200 = 73%
[-0.242; 0.242] 196 von 200 = 98%
[-0.363; 0.363] 200 von 200 = 100%

Wenn wir spater die Normalverteilung untersucheerden wir feststellen, dass die Anteile in den
Streuungsintervallen 68%, 95%, 99% betragen. Mamkait den Streuungsintervallen einschatzen, ob ein
Verteilung eine der Normalverteilung ahnliche Fdoesitzt.

40

35
30

25
20 —

13,12 13,17 13,22 13,27 13,32 13,27 13,42 13,47 13,52 13,57 13,62 13,67
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~,Normierung* 57X
S

X = X

Wir transformieren die Stichprobenwerte rzjt =
X

und haben so die Verteilung um die y-Achse gruppied die x-Achse (besser jetzt z-Achse) mit dereme

Einheit § eingeteilt.

Wir finden z=0 und s, =1.

Anmerkung:

Diese ,Normierung“ mit Hilfe von ,swird uns spater einen weiteren Zugang zur Bereufpndes
Korrelationskoeffizienten liefern.

Bei der Auswertung von Stichproben bringt die Niemmng keinen direkten Vorteil. Da Mittelwert 0 und
Varianz 1 dann fir alle Verteilungen gelten, konnei sie so nicht mehr unterscheiden. Auch den
Variationskoeffizienten kénnen wir nicht mehr bdmeen. Allerdings ergeben sich mit den Normierungen
Vergleichsmdglichkeiten mit Standard-Verteilungerie wzum Beispiel der Normalverteilung. Bei der
Untersuchung der Streuungsintervalle haben wirddarerwiesen.

4. Beispiele, Ubungen

Alle Aufgaben werden mit der Fragestellung:
arithmetisches Mittel, Standardabweichung, Anteil8treuungsintervallen, Normierung, Vergleich
bearbeitet.

Die Werte findet man im Anhang.
Widerstandsmessung (ohne Klasseneinteilung)
Anzahl Samen in einer Frucht (ohne Klasseneintgjlun
Wachstum von Kiefern (bereits klassiert)

Brenndauer von Gluhlampen (mit Klasseneinteilung)

Kupfergehalt (mit Klasseneinteilung)

Seite8
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5. Theorie I: Rechnen mit formalen Summen (linearen$f@mationen)
Wir multiplizieren die Stichprobenwerte mit eineralifor und addieren einen Summanden dazu.

z =ax +b Die Variable z wird ersetzt.

-_ 19 1Q i i
7= _Z z = _Z (ax +b) Die Terme werden getrennt summiert.

= lzn: ax + lzn“ b a ist konstant, es wird ausgeklammert; Summe ulsmmandetb ist nb.
n i=1 n i=1
1 & 1
==a) x +=nb
n i=1 n
=ax+b
z =ax+ b Wir transformieren wie oben.
1 o _
_z Das ist die Varianz der z-Werte.
=1

=1 12 ((ax +b) = (ax+b))?| zund Mittelwert werden ersetzt.
n-1%

1 n
=——>"(ax +b-ax—b)’
n-17= b fallt weg.
13 -
== (ax -~ ax)’
n-1= a wir ausgeklammert; Achtung: quadratisch!
1,3 -
=T a?> (x - %) . |
n-1 <% Da steht die Varianz der x-Werte mit Faktor a2.
=a’s?

Das arithmetische Mittel wird genauso transformigd die Stichprobenwerte.

Die Varianz wird von additiven Konstanten nicht inflesst, multiplikative Konstanten gehen quadicttis die
Varianz ein.

Daraus folgt sofort:

Die um den Mittelwert verminderten Merkmalswertdéa den Mittelwert 0.

z =x —x hier a=1 b=-x

=2=0

Die standardisierten Merkmalswerte haben den Mitel O und die Varianz 1.
Das kdnnen wir jetzt bestatigen.

>< |

X~

hier a=—; b=-

Zi:

W x|

1.
5

x"’|><|

X _
S S
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6. Theorie Il: Summe quadrierter Abweichungen ist mial, wenn sie auf

xbezogen wird.

Dieser Abschnitt ist optional. Wird aber empfohldamit die Schiler die grundlegende Idee auf
zweidimensionale Stichproben tbertragen kénnen.

Erste Moglichkeit des Nachweises:

> (x -0
=Y x2-2c) x +>.c?

=nc?

+nc?

=nXx

= x?-2cnx
2 _ v’ vl - 2
=Y x?=nx +nx —2cnx+nc

%f—/
=Sxx

=S, +n(X —2cx+c?)

=S, +n(x-¢)?=S,

Wir beziehen die Abweichung auf irgendein c.

Binom wird aufgeldst und einzeln summiert.

—2
Der erste Summand sieht aus wie Sxx, es fehltnniX
Wir erganzen

und fassen das Binom zusammen.

Der zweite Summand ist O.

Die Summe ist minimal fuc =;(, da dann Gleichheit gilt.

Zweite Moglichkeit des Nachweises:

i(&-c)2
=3 (x —x+x-0)°

=3 (% =) +(x-c))?
= (% =%)°
+>2(x = X)(x~=c)
+Z()_(_C)2
=3 (% —%)°
+2(x=0)Y (% = X)

\_ﬂ/__d

+> (x-0)°

+n(x-c)’=S,,

=S, +0

Dritte Mdglichkeit des Nachweises:

Wir beziehen die Abweichung auf irgendein c,
erganzen innerhalb, um auf Sxx zu kommen,
|6sen die Klammer auf,

summieren einzeln.

Die Abweichungen beziglich Mittelwert heben sicl au

Man kann auch den Term als Quadratfunktion auffassel das Minimum durch Ableiten bestimmen.

Abweiclfc) = Y (x —c)?
i=1
=Y x¢-2c) x +>.c’
=>"x? - 2cnx +nc’
= Abweid'(c) =0 - 2nx +2nc

= 2nc- 2nx

=2n(c-x) =0 falls c=x

Die Funktionsvariable ist c,

sie ist bezogen auf den Summationsindex konstant

Beim Ableiten ist alles Konstante, was nicht ¢ heif3

Wegen oben offener Parabel liegt ein Minimum vor.

Man kann also sagen, dass das arithmetische Mitebtichprobe
insofern optimal reprasentiert, als die quadrieAbweichungen

auf dieses Mittel bezogen minimal sind.
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Zweidimensionale Stichproben

1. Aufgabe der zweidimensionalen Statistik und grugeliele Begriffe

Bisher haben wir Stichproben untersucht, deren Etgendurch ein einzelnes Merkmal ausgezeichnetnware
Grof3e, Anzahl, Preis etc.

Jetzt wollen wir Stichproben untersuchen, deremlgte aus Paaren bestehen: Alter/Preis, Lange/@gwic
Stromstérke/Spannung etc.

Wir fragen, ob (1) eine gegenseitige Abhangigkeit Messwerte zu vermuten ist, und dann, ob madi€2)
vermutete Abhéngigkeit rechnerisch beschreiben kand abschlie3end, (3) wie gut die rechnerische
Beschreibung ist.

Erste Erkenntnisse erhalten wir durch eine graplkiddarstellung der Paare im Koordinatensystem, die
Punktwolke. Die Werte scheinen mehr oder weniger stark vargler abzuhéngen, wir sagen:kourelieren.
Entscheiden wir uns der Einfachheit halber fir ei@enutete lineare Abhangigkeit, dann versuchen eitire
Gerade zu finden, welche die Punktwolke reprasgntiéir nennen si&egressionsgeradeDie Qualitat der
Reprasentanz endlich beschreiben wir mit d@relationskoeffizienten.

2. Einstieg

Es gibt verschiedene sinnvolle und motivierendestigigsaufgaben.

Biologisch orientiert: Zirpen von Grillen und AuRemperatur

Wirtschatftlich: Alter und Preis von Kfz

Gibt es einen funktionalen Zusammenhang in diesehf8oben?

Eine vorliegende Datensammlung wird zunachst aehfich untersucht. Eine Punktwolke wird gezeichmet
Vermutungen werden geaul3ert.

3. rechnerische Losung

Grillen zirpen

Wenn Grillen die Fligel aneinander reiben, ertéag charakteristische Zirpen. Wissenschaftler haben
festgestellt, dass in Abhéangigkeit von der Temper@&tillen mehr oder weniger schnell zirpen.

Zirp/ |20 |16 |20 | 18 | 17 | 16| 15| 17| 15 16 15 17 {6 [17 |14
sec

Temp |89 | 72 | 93 | 84| 81| 75| 70 82 69 83 80 83 |81 |84 |76

Kann man ohne Thermometer mit Hilfe der Grillen G@mperatur feststellen?
(Dieses Beispiel ist insofern interessant, alsTaéenperatur in Fahrenheit angegeben ist. Dies fabrtler Frage, ob und wie
Transformationen die Kenngrdf3en beeinflussen.)

Wir zeichnen eine Punktwolke.
Zirp gegen Temp

100
i [ ]
90+ °
[ ]
2 | N
by 80 )
[hus i
e [ ]
7] [ ]
704 '
60 -
12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Zirp
Die Lage der Wolke deutet auf einen Zusammenhamg hi

Seitell



ein- und zweidimensionale Statistik Spielmann

Zusammenhang der GrdlRen beschreiben (einfachstes Blll: linear)
Je schneller das Zirpen, desto hdher die Tempeitinrentscheiden uns zunachst fiir den Ansatzidearen
Modells. Das bedeutet, dass wir versuchen, die ke durch eine Lineare Funktion zu reprasentiere

Gerade anpassen (Schwerpunkt der Wolke auf der Geden)
Wir legen verschiedene Geraden durch die Wolkevendrerfen offensichtlich schlechte Lagen.
Wenn die Punktwolke eine ,Richtung” hat, solltes#ielurch die Steigung der Geraden wiedergegebeatewer
Eine Best-Gerade sollte durch die ,Mitte" verlauf@&ie Mitte kénnte der Punkt der Mittelwerte senr,
nennen ihrBchwerpunkt der Wolke. Wir miissen also die optimale Steiguestimmen.

Zirp gegen Temp

60 A

12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
Zirp

Die Gerade soll ein Reprasentant fiir die Punktwetka.

Unter den vielen Mdglichkeiten, das StreuungsmaBrePunktwolke bzgl. einer gegebenen Geraden fegen,
hat sich die quadrierte vertikahdweichung als Standard etabliert. Die hierdurefirderte Gerade wird als ,die
Regressionsgerade” bezeichnet (entspricht z.BxaeEder sog. Trendlinie).

Damit ist klar, dass der Schwerpunkt der Wo&(a;(/gl) auf dieser Geraden liegen muss, damit dessen
Abweichung Null wird.

Die Schiler werden sich daran erinnern, was opérRaprasentanz bei eindimensionalen Stichprobeguibet
Das arithmetische Mittel ist insofern optimal, dis Summe der quadrierten Abweichungen minimal ist.

Im Zweidimensionalen spielt die Gerade die Rolle déthmetischen Mittels. So verlangen wir entspead
minimale quadrierte vertikale Abweichungen der Rerduf der Geraden zu den Punkten der Wolke!

Abweichungen minimieren (Parabel-Tiefpunkt)
Die Regressionsgerade sg(X) = ax+ b

Da die Gerade durch den Schwerpunkt verlauft, kinvie den Parameter b ersetzen:

g(X) = ax+ b= y= b= y a

= g(x) = ax+ y- ax

Wir betrachten nun erneut die Funktiofm)und bestimmen deren Minimum.
Zur Erinnerung: Digy; sinddie realen y-Werte der Messpunkte/ y;), wahrendg(x;) die zugeharigen y-
Werte auf der Geraden darstellen.
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v(a) =
= i(yi - 9(x))? | o(X) ersetzen

=>"((y,—(ax+ y-ay®)* | nachyund xsortieren
=>((y,-y)-ax-%)> | Binom auflésen und getrennt Summi
=2 (% -7 -2a(y - Y(x= I+ &(x- ¥)

=2 (- -2a (Y- W(x= 3+ & (% ¥

Wir benutzen weiter die abkiirzenden Schreibweisen
n —

Sxx=" (% = X)?
i=1

Syy=Y (v - y)?

i=1

Sxy=>" (% = X)(y; - y)

i=1

und erhalten somit

v(m) = Syy -2 aSxy + @as

v(a) soll minimiert werden. Wovon istabhéangig? Natirlich von den einzelnen AbweichumgseenSxx Syy

Sxy Aber das sind Konstante, wenn wir die Tabellensihausgewertet haben. Also bleibt die Abhangigkeit
m. Dann istv(m)aber eine Quadratfunktion.

v(a) =aSxx2 aSxy S

—sxf -2 a2 W
Sxx  Sxx

SX
Kenntnis der Normalparabel oder Ableitung zeigtbas Minimum liegt beiaUpt :S—y.
XX

Wir finden alsog(X) = &, [{ X—_)9 +_y= ?( X__)X"'_f
XX
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So kénnen wir jetzt die optimale Gerade in die Rwokke einzeichnen.

Zirp gegen Temp

100+

Temp

60 T e
12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
Zirp

4. Qualitatsmal} fur die Regressionsbeziehung (relétbxveeichungssumme)
Ohne die Regressionsbeziehung, also die kalkulfdsteéingigkeit der y-Werte von den x-Werten (hier di

Temperaturen von der Zirpzahl) ware allein daharétische Mittely der Reprasentant der y-Werte gewesen.

Daran gemessen hatten diese Werte eine gewissan?ari

Dem arithmetischen Mittel entspricht jetzt in deremdimensionalen Probe die Horizontale durch den
Schwerpunkt.

Da wir aber die Abhangigkeit von den x-Werten ipseSbringen, mussten wir diese Horizontale in die
.bessere” Lage drehen. Der Varianz im EindimendEmantspricht jetzt die mittlere Summe der quatkie
vertikalen Abweichungen von dieser ,gedrehten” @era d. h. der Regressionsgeraden.

Der Einfachheit halber rechnen wir weiter mit demnen, die nicht mit dem Stichprobenumfang gentittel
wurden.

,Die vertikale Abweichung” der Punkte von der Resgiensgeraden vergleichen wir mit ihrer ,vertikalen
Abweichung“ vom Mittelwert ihrer y-Werte.
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Dazu bestimmen wir zunéchv(aopt) und dann setzen diesen Wert in Relation zu Syy.
V(a) =2 (% = d9)°

= 2% = V) = au(x= Y’

=Syy-23, Sxy @’ Sxx

2
= Syy- 2(Sxy) +( SX¥2 1Sx
SxX SxX
2
_gyy- (0
SxX

V(a,,) ist also offensichtlich kleiner als Syy.

D.h.die vertikale Abweichung der Punkte von der Regoesgeraden ist kleiner als die
vertikale Abweichung vom Mittelwert ihrer y—Werte.

Sxy)?
Man betrachtet den Subtrahend«gnsl als den Anteil, der durch die Regression ,erklaid.
X3

Dieser Anteil wird bezogen auf Syy, also zu einetativen Anteil gemacht. Um welchen relativen Ahteird

(Sxy*

Syy verkleinert, wenn man die Beziehung von y aimkechnet? Das ist offensichtlich———-.

Sxx[Byy

Der Term ist ein Bestimmtheitsmal fur die Beziehmwigschen x und y.
(Sx9° | . - . i o
B = ———liegt zwischen 0 und 1, je n&her bei 1, desto etést die Beziehung.
SxxLByy
Ist B=0, dann giItV(aDpt) = §,,, und offenbar hat sich durch Einbeziehen der x{@/eichts verandert.
Die y-Werte sind von x unabhéngig.
Ist B=1, dann isw(3,,) = 0 und die Punkte liegen alle auf der Geraden.

Man definiert den Korrelationskoeffizienten

| (Sxy)? Sxy
rX = »\/E = =
Y SXXByy /Sxx(Byy

mit dem Vorzeichen von Sxy.

Das Vorzeichen liefert den Trend der Beziehung, smitht daher von positiver oder negativer Kotiera
Die Frage, wie grof3 r sein muss, um die funktiodddbangigkeit ziemlich gut zu erfassen, kann hiehn
beantwortet werden. Man sollte aber beachten, dassBeispiel bei einem Korrelationskoeffizientemvo=0.7
das Bestimmtheitsmaf3 nur B=0.49 betragt, was@réRRe" von r etwas relativiert.
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5. Theorie lll: Steigung und Korrelationskoeffizienttenlinearen
Transformationen

Wir haben bei der Untersuchung eindimensionaleh$toben den Mittelwert und die Varianz linearen
Transformationen unterworfen.

In den Beispielen Zirpen, Nietkdpfe und Korpergrivgee eine Anderung des MaRstabes denkbar: Teraperat
in Celsius statt Fahrenheit, Durchmesser in Zali $lillimeter, Kérpergrof3e in Fuld statt Zentimeter

Man konnte jetzt untersuchen, wie sich die ParantkteRegressionsgeraden und der Korrelations kaexfifi
unter linearer Transformation verhalten. Hier wépeziell die Frage interessant, wie sich die Nommig
auswirkt.

Die x-Werte werden zu z-Werten, die y-Werte werdemw-Werten transformiert.

Sx Sy
jz_(x %) _ 0 w=0
SX
2
—st= = 0 s2=1
SX
SfZESxxD“'ijxznlEED“'j\lsxxz\/ﬁgxlj.“
n

Die Regressionsgerade verlief durch den Schwerpdigger liegt jetzt im Ursprung des Koordinatemsyss.
Die normierte Regressionsgerade ist also eine Ungsigerade.
Welche Steigung hat sie?

Die Steigung a haben wir allgemein oben hergeleitet

Bnorm = SZZ jetzt ersetzen wir sinngemaf die normierten Grafliéz und w.
= Konstante Faktoren bleiben bei der Transformatitialeen,
s, Bs; By 1 1

= das sind hie—und —

1 S, S,
2
S
_ Sf y Doppelbriiche einrichten
Sx %/ DS(X
1 = s[5, Sfist die mittlere Abweichung.
X Xy
-n-17- = S, die Wurzel daraus;
SERESS
i

S5y

Jn R

wir klirzen

xy
Sxx Dsyy

und erkennen den Korrelationskoeffizienten wieder.
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Die Tricks sind dieselben wie oben.

Jetzt bestimmen wir noch den Korrelationskoeffim@nder normierten Werte.

Die oben benutzten Normierungen fiihren also daass die Steigung gleich dem Korrelationskoeffizent
wird; sie beeinflussen den Korrelationskoeffizienselbst nicht.

6. Beispiele, Ubungen

Korpergrol3e und Gewicht

bei Kindern

bei Jugendlichen

»alles wird teurer®: Preisentwicklung

.Mathe eins, Sport funf‘: Noten in Mathe und Sport

.Fernsehen macht trage”: Fernsehkonsum und Zeitertlisher Aktivitat

Kfz, Alter-Preis; Doppelwurf; Wassergehalt (sieheh&ng)

Anhang (Aufgaben)

1. Widerstandsmessung

Und wir erkennen, dass der Korrelationskoeffiziegitn Normieren gleichbleibt.

[ohm | 36,1| 380] 372 363 375 37/4 371 371 362,937
2. Samen pro Frucht einer Pflanze
Anzahl 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Samen x
Anzahl 1 2 8 13 22 45 63 23 1
Frichte n
3. Kiefernhdhe in cm
Xi 60 | 80 | 100| 120| 140 160 18D 200 220 240 260
n 1 1 2 9 14 22 31 27 9 6 3
4. Brenndauer in Stunden
Klassenmitte | 550 650 750 850 950 1050 1150 150 0138450| 1550
n 3| 4] 6] 13] 20] 19 13 8 1 2 1
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5. Kupfergehalt
Urliste 33 Werte, klassieren, erste Klasse 75,88
75,39 76,09 75,80 76,01 75,21 75,38 75,7675
75,40 75,38 75,80 75,56 75,36 76,04 75,8885
75,60 76,09 75,72 76,02 75,58 76,08 75,580/5
75,36 76,04 75,40 75,68 75,90 75/8834 75,24 75,68
6. Kfz:Alter-Preis
x in Jahren, y in Euro
X y
1 7180
1 6740
2 5580
2 5200
3 4950
4 2760
4 3340
6 2000
7 2200
10 600
7. Wurf zweier Wirfel
X 6 4 2 4 3 6 1 2 4
y 6 5 3 2 5 4 2 1 3
8. Gewicht und Wassergehalt von pflanzlichem Gewebe
x und y in Gramm
X 37 32 33 50 39 52 78 91 101 99 101 125
y 13,2 13,4 12,8 11,8 13,2 13,b 142 14,7 14,5 18,48,4 18,7
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