Gitterpunkte und Gitterstrecken

als Vorbereitung der direkten Proportionalit:it

M. Spielmann

Ich mochte eine Aufgabensequenz vorstellen, anhand derer die
Schiiler relativ selbstandig wesentliche Erkenntnisse der Propor-
tionalitdt und der Teilbarkeitslehre gewinnen konnen. Ja sogar
Grundlagen der analytischen Geometrie der Ebene sind vermit-
telbar, wenn die Schiiler die Méglichkeit erhalten, in verschieden
gestuften Koordinatensystemen zu arbeiten. Wenn Schiiler der 5.
Klasse sich mit dieser Thematik beschiftigen, wird man viel-
leicht besser auf die Begriffe der Proportionalitit verzichten, da
die Bruchrechnung nicht bereitsteht. Sind die Schiiler schon in
der 6. Klasse, so kann sehr weitreichend angeschlossen werden,
eventuell wird man sogar den Begriffsapparat der Linearen
Funktionen anbieten kdnnen.

i. Aufgabe: Gegeben sind im Koordinatensystem dic Punkte
O(010) und A(6]2), B(3|9), C(7|5). Verbinde die Punkte 4, B, C
mit dem Punkt O(0|0).

2. Aufgabe: Welche der Strecken 52, @ OC enthalten weitere
Gitterpunkte?

Definition: Gitterpunkte, die nicht Endpunkte einer Strecke sind,
nennen wir innere Punkte.

3. Aufgabe: Was fillt Dir an den Koordinaten der inneren
Punkte auf den Strecken O4, OB und OC auf?

Was fillt Dir an den Koordinaten der Endpunkte 4, B, C auf, fiir
deren Strecken O4, OB und OC es innere Punkte gibt?
Definition: Gitterstrecken, die keine inneren Punkte besitzen,
nennen wir , primitiv.

4. Aufgabe: Zeichne D(12[3), E(6]12), F(12|8), G(10|8). Wie
viele innere Punkte jeweils besitzt @, OF, ﬁ, 0G*?

S. Aufgabe: Beobachte die ,,Bausteine® der Strecken. Du kannst
Dir vorstellen, die Strecken seien aus primitiven Strecken zu-

") Im Zusammenhang der anderen Aufgaben ist der vorgeschlagene
Weg einfach; wird die Rechenaufgabe fiir sich gestellt, wiirde man eher
anders rechnen:

44 - 45 =22 - 90 (1. Faktor halbieren, 2. Faktor verdoppeln)

70 -74=70-70+ 70 - 4 (Anwendung des Distributivgesetzes)

196

sammengesetzt. In wie viele Stiicke zerfallen die Strecken je-
weils?

6. Aufgabe: Wie viele innerc Punkte jeweils besitzt (9]13),
(10[11), (12[7),(5,8)?

7. Aufgabe: Warum kann (2|3) nicht auf der Strecke von O bis
(9]13) liegen?

8. Aufgabe: Welche Bedingung miissen die Endkoordinaten
nicht primitiver Gitterstrecken erfiillen?

Welche Bedingung miissen die Endkoordinaten primitiver Git-
terstrecken erfiillen?

9. Aufgabe: Zeichne die zu P(2]3) gehérende Gitterstrecke.
Warum ist sie primitiv?

10. Aufgabe: Erweitere die Strecke OP iiber P hinaus. Welches
sind die néchsten Gitterpunkte auf der Verldngerung? Man kann
diese Gitterpunkte berechnen!

11. Aufgabe: Die Strecke zu (8]6) enthilt offenbar innere Punk-
te. Bestimme ihre Koordinaten.

Aus welcher primitiven Gitterstrecke kann (8/6) erzeugt werden?
Wie oft pafit die primitive Gitterstrecke in (8/6) hinein?

12. Aufgabe: Gegeben sind im Koordinatensystem die Punkte

A(1)3) und B(9[14); stelle fiir die Strecke AB shnliche Untersu-
chungen wie in den anderen Aufgaben an!

Nur bei nicht teilerfremden Zahlenpaaren findet man weitere
Gitterpunkte auf der Strecke, der ggT gibt die Anzahl der Teil-
strecken an. Vervielfachen beider Koordinaten fiihrt zu weiteren
Gitterpunkten auf der entsprechenden Geraden. Wenn die
»~primitive Strecke* vervielfacht wird, crhilt man alle Gitter-
punkte.

Die verallgemeinernde Aufgabe 12 148t uns erkennen: Nur bei
nicht teilerfremden Differenzen der Endpunktkoordinaten findet
man weitere Gitterpunkte auf der Strecke. Wandern iiber das
»Dreteck der primitiven Strecke* fithrt zu weiteren Gitterpunkten
auf der entsprechenden Geraden. So ergibt sich auf natiirliche
Art ein Steigungsdreieck.

Die Beantwortung der Frage, ob (39/91) zu der Geraden durch
(317) und (728|365) zu der Geraden durch (8|5) gehoren, befor-

PM 5/36 Jg. 1994 (Schwerpunktthemenheft 11: Sekundarstufe 1/2)



BEITRAG PM

dert das Erkennen der Proportionalitit y : x = const. Gilt die Pro-
portionalitét fiir alle Zahlenpaare der Geraden?

x=k-xoundy=k-y,

=y:ix=(k-yo): (k- xp)=yp:xy=const.
Die Gleichung y : x = const. gilt also fuir alle Paare, wenn sie fiir
eines gilt. Sind die Koordinaten zweier Paare quotientengleich,
so sind auch die Paare in sich quotientengleich.
Schiilern mit guter mathematischer Auffassungsgabe wird man
sicher auch in Klasse 6 schon folgende vertiefende Aufgaben
stellen:
Welche Gitterpunkte enthélt die Proportionalitdt y : x = 4 : 3?
Welche Gitterpunkte enthilt die Proportionalitit (v — 2) : (x — 5)
=4 : 3?7 Soll y direkt ausgerechnet werden, wird man die
Schreibweise y = vy + const - (x — xp) wihlen.
Will man den Blick mehr in Richtung der Abbildungsgeometrie
lenken, so bietet sich die folgende Aufgabenstellung an, die

sinnvolle Propddeutik der zentrischen Streckung, der Verschie-
bung und der Untersuchung deren Invarianten sein kann.

Die Schiler sollen die Querstrecken zwischen den inneren

Punkten zweier Gitterstrecken OX und OY untersuchen. Die
Frage nach dem Primitivsein solcher Querstrecken kann mittels
Streckung und Verschiebung des ,.erzeugenden Ursprungsdrei-
ecks beantwortet werden. Interessierte Schiiler werden sich ger-
ne mit dem Problem beschiftigen, zwei verschieden lange pri-
mitive Gitterstrecken zu finden, die parallel sind. Dies fiihrt sie
zuriick zum Steigungsdreieck.
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