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fast die Hailfte aller Schiilerinnen und Schiiler kénnten beim
Bruchzahlaspekt .Mafzahl: gemeine Briiche” ihre Leistungen
signifikant verbessern, wenn sie zumindest die erste Grundvor-
stellung sicher beherrschten. Hieraus ergibt sich fiir den Mathe-
matikunterricht, dal bei der Behandlung der Bruchrechnung erst
dann im Unterricht fortgeschritten werden sollte, wenn mdg-
lichst alle Schiilerinnen und Schiiler zumindest die erste Grund-
vorstellung sicher beherrschen. Es ist ratsam, dies durch schrift-
liche Tests oder Klassenarbeiten zu tiberpriifen.

Ferner ergeben sich aus den Ergebnissen beziiglich unserer Un-
tersuchungsfrage direkte Hinweise auf mégliche Differenzierun-
gen. Bei schwiicheren Schiilerinnen und Schiilern sollte man auf
die Einfithrung der zweiten Grundvorstellung verzichten. Lei-
stungsstarke Schiilerinnen und Schiiler sollten diese hingegen
zusiitzlich zur ersten Grundvorstellung kennenlernen (innere
Differenzierung): denn dadurch werden diese Schiilerinnen und
Schiiler zusitzlich gefordert. Ferner wird diesen Schiilerinnen
und Schiilern die Moglichkeit gegeben, den Bruchzahlbegriff aus
einer weiteren Perspektive zu betrachten. Speziell fiir Ge-
samtschulen besteht konkret die Moglichkeit, bei einer eventuel-
len Wiederholung der Bruchrechnung in Klasse sieben in den
Mathematik-Erweiterungskursen die zweite Grundvorstellung
der Bruchrechnung zu behandeln. In den Mathematik-Grund-
kursen, in denen sich eher die schwicheren Schiilerinnen und
Schiiler befinden, sollte man dagegen auf die Behandlung der
zweiten Grundvorstellung verzichten (duflere Differenzierung).

Ferner sollte man nicht ausschlieBlich die zweite Grundvorstel-
lung im Unterricht einfithren, da dies zu signifikant schlechteren
Schiilerleistungen beim Bruchzahlaspekt ,,MaBzahl;, gemeine
Briiche* fiihrt als die Behandlung der ersten oder beider Grund-
vorstellungen im Unterricht. Werden beide Grundvorstellungen
im Mathematikunterricht eingefiihrt, dann sollte den Schiilerin-
nen und Schiilern unbedingt auch die Ergebnisgleichheit beider
Grundvorstellungen verdeutlicht werden, da hier nach unseren
Untersuchungsbefunden ebentfalls grofie Defizite vorhanden
sind.
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Lineare Algebra der Mittelstufe und Geometrie des Dreiecks

Michael Spielmann

Einleitung

Die folgenden Ausfiihrungen verstehen sich als Anregung
zu selbstdndiger Schiilerarbeit. Auch Schiiler der Mittelstufe sind
durchaus in der Lage, an offenen Aufgabenstellungen weiterzu-
forschen. Will man die Forderung mathematisch begabterer
Schiiler ernstnehmen. konnen solche Auftrige in mehrfacher
Hinsicht den Unterricht bereichern: die aktiven Schiiler kénnen
ihr Potential durch das interessante und anspruchsvolle selb-
stdndige Arbeiten besser entfalten, sie werden vielleicht ihre Er-
gebnisse vor der Klasse vortragen und dabei Sicherheit in der
Darstellung fachlicher Inhalte gewinnen, und die Klasse insge-
samt erhiilt einen Eindruck von Mathematik, der tiber das Stan-
dardprogramm hinausreicht. Zur Bewiltigung der Aufgabe sind
folgende Kenntnisse vorauszusetzen: Die Formel fiir die Fliche

PM 6/39. Ig. 1997

eines Dreiecks, verbunden mit dem Satz, da bei gleicher
Grundseite und gleicher zugehériger Hohe die Flache gleich-
bleibt, und die Geradengleichung.

Die Dreiecksflache

Gegeben sind die Punkte O(0/0), P(x/y;) und Q(x»/y,) im
Koordinatensystem. Wir mochten die Fliche des Dreiecks OPQ
bestimmen.

Da Grundlinie und Hohe nicht leicht berechenbar sind, wird man
zu einem umfassenden Rechteck ergiinzen und anschlieBend
durch wegnehmen von Teildreiecken zum Ergebnis kommen.

Ar=A|—Ay— A3 =3y =~ 0,5002 — 0,500 — x1)(y1 — y2) — 0.5x1y
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Fig. 1

Auflésen und zusammenfassen fiihren zum Ergebnis
A =0.50xy —x1v2).

Es kann passieren, dafl die FlichenmaBzahl ein negatives Vor-
zeichen erhilt; das liegt natiirlich an der zufilligen Reihenfolge
der Punkte P und Q. Als Fliche wird man also den Betrag des
Terms nehmen. Die Unabhiingigkeit der Formel von der jeweili-
gen Lage von P und Q kann leicht an verschiedenen Skizzen
(Fig. 2, 3) untersucht werden. Ich méchte mir das hier sparen,
aber betonen. daB dies fiir Schiiler eine gute Ubung ist. Fortge-
schrittene werden im Term die Determinante erkennen.

Fig. 2

Bei Untersuchung des Terms fallt auf, daf im Vergleich zur her-
kdmmlichen Dreiecksformel der Faktor 0,5 wieder auftaucht, an-
sonsten aber Grundseite und Hohe nicht, da der Term nicht auf
einfache Art zu faktorisieren ist.

3 Die allgemeine Geradengleichung

Die Punkte P und Q legen eindeutig eine Gerade fest; da-
her stellt sich die Frage nach dem Zusammenhang zwischen
Dreiecksgrofie und den Parametern der Geradengleichung.
Bestimmen wir einmal aus den Punkten P(x;/v;) und Q(x»/y») die
Gleichung y = mx + n der Geraden g(P; Q) m = (v, — )/
(x> = xy) ist nicht besonders aufregend; das aus den Punkten P
und Q zu bildende Steigungsdreieck kann in der Fliche von
OPQ liegen, es kann sie aber auch lediglich zum Teil iiberlagern.
¥» = mx» + #, einsetzen von m ergibt

ya=0n-y)a-x) - xnt+n
m=ya= =y —xp) - x
= [y (o —x) =0 -y o —x)
= [xoy2 — X1 ¥2 — X0oys + 0oy /(X — X))

= Loy —xy yal/(xa—xy)

in 7 taucht also genau dieser merkwiirdige Term der Dreiecks-
fliche auf. Ganz grob betrachtet konnte dann doch n(x, — x|) =
X2yy — x;y2 eine Rechteckfldche sein, mit dem doppelten Drei-
ecksinhalt.

Wie kann man sich diese Eigenschaft geometrisch vorstellen?
LaBt sich ein geometrischer Zusammenhang zwischen der Fliche
A des Dreiecks und dem Achsenabschnitt » der Geradenglei-
chung finden?

Zusammenhang zwischen Dreiecks-

flache und Geradengleichung
Scherung fiihrt zur Losung des Riitsels. (Fig. 4)
Behalten wir die Distanz der Punkte P und Q fest und bewegen
wir diese Punktkombination auf der Geraden, so bleibt die Fli-

che von OPQ unverindert gleich: die Grundseite (Distanz PQ)
und die Hohe (Distanz d(O; g)) verdndern sich ja nicht.

Q Q'
0 '

Fig. 4 Fig. 5

An der Zeichnung (Fig. 5) erkennt man sofort, daR zu » als
Grundseite die x-Differenz x, — x; als Hohe gehért. Die unter-
schiedlichen Lagen moglicher Dreiecke erfordern jetzt noch ei-
niges an Scherungen und Argumentationen, um eine vollstindige
Fallunterscheidung zu garantieren. Prinzipiell ist aber die Frage
nach dem Zusammenhang zwischen Dreiecksgrofe und den Pa-
rametern der Geradengleichung beantwortet.

Einige weitere Fragen konnen sich anschlieBen. Hitte man nicht
auch zum x-Achsenabschnitt hin scheren kdnnen? Wie wirkt sich
der Spezialfall der waagerechten Geraden aus? Haben die Gera-
de durch O und P und die Gerade durch O und Q auch etwas mit
der Dreiecksfliche zu tun?
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