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RegelmaBige Vielecke

Ein Beitrag zur Geometrie der Klasse 5

M. Spielmann

Einleitung

Drei wesentliche Lernzielbereiche werden durch die beschrie-
benen Aufgaben abgedeckt: Neben der Beachtung des Bewe-
gungsdranges der Schiiler und des Interesses an aktivem Handeln
finden die beiden geistigen Aspekte, Forderung des #sthetischen
Empfndens und Entwicklung kognitiver Strategien Beriicksichti-
gung. Die Schiiler werden an den Gebrauch des Zeichenmaterials,
des Geodreiecks und des Zirkels gewohnt, sie lernen technisch ge-
naues Arbeiten, sie konnen ihre Freude an schonen, regelméfigen
Mustern befriedigen, die natiirlich erst dann richtig schén sind,
wenn sie auch genau gezeichnet sind, und sie werden intellektuell
gefordert, wenn sie erkannte GleichméBigkeiten und Prinzipien
begriinden wollen.

Voraussetzungen

Zundchst seien einige Voraussetzungen fiir den im folgenden
beschriebenen Unterrichtsgang genannt. Die Schiiler sind geiibt im
Gebrauch des Lineals und des Winkelmessers. Die Winkelsumme
im Dreieck wurde durch Umlaufen begriindet. Der Umlaufbeweis
wurde verallgemeinert, so daf die Schiiler auch die Winkelsumme
z.B. eines 1000-Ecks angeben konnen.

Symmetrien sind im Unterricht der Grundschule vorbereitet.

Die erste Aufgabe: regelméBiges

Sechseck durch Umlaufen zeichnen
Die erste Aufgabe kniipft thematisch an den Umlaufbeweis an; sie
wird zundchst an der Tafel fiir alle Schiiler sichtbar gelost. ,,Gehe
von einem Punkt aus 40 cm geradeaus, drehe dich um 60 Grad
nach links, gehe dann in der neuen Richtung wieder 40 cm, wie-
derhole das Verfahren. Beschreibe die entstehende Figur!* (Fig.
1) Es stellt sich die Frage, ob sich die entstehende Figur schlieft
und ob sie regelmiBig sein muBl. Von den meisten Schiilern wird
die RegelmaBigkeit der Figur tber die RegelmiBligkeit der Zei-
chenvorschrift begriindet. Und falsch ist das ja auch nicht, wohl-
gemerkt unter der Voraussetzung, daf} die Figur tatsdchlich ge-
schlossen ist.

Ob sich die Figur nun wirklich schlieft, 146t sich an individuellen
Zeichnungen kaum nachpriifen. Prinzipiell sind Zeichenungenau-
igkeiten immer vorhanden. Nachdenken und Argumentieren muf}

Fig. 1 Fig. 2

auf das zeichnerische Experimentieren folgen. An dieser Stelle
bedarf es der Fihrung des Lehrers. Auf die folgende Art kann
man Argumente fiir das SchlieBen der Figur gewinnen: Der Leh-
rer bringt ein regelmifliges Sechseck mit in den Unterricht; al-
lerdings sollten die Schiiler erfahren, dall er es auf andere Art
gezeichnet hat. Die Schiiler erkennen nun durch den ihnen be-
kannten Winkelsummensatz und durch die RegelmiBigkeit der
Figur die Ubereinstimmung in den Winkeln. Werden nun die Sei-
ten noch gemessen, fiihren anschauliche Kongruenziiberlegungen
dazu, daBl man das SchlieBen gemil der obigen Konstruktions-
vorschrift akzeptieren kann. Ein vorgegebenes Sechseck erfiillt
die Konstruktionsvorschrift; daher mufl die nach der Vorschrift
erzeugte Figur ein geschlossenes Sechseck sein. Fragen nach der
Existenz und Eindeutigkeit sind auf dieser Stufe des Argumentie-
rens sicher nicht notwendig.

Um die Symmetrie des regelméBigen Sechsecks zu untersuchen,
teilt der Lehrer solche vorbereiteten Figuren aus Papier aus. Einige
Schiiler falten die Sechsecke aufeinander. Wegen der Gleichheit
der Innenwinkel und der Seiten kann man die Teilfiguren auf zwei
Arten zur Deckung bringen: iiber die Ecken gefaltet und iiber die
Seitenmitten gefaltet. Die RegelmiBigkeit der Figur kann man so
kaum klarer erleben. Bei der Faltung iiber die Ecken werden die
Schiiler auf das charakteristische gleichwinklige Dreieck stofen;
die Begriindung fiir die Winkelgleichheit wird den Schiilern nicht
schwerfallen. Sozusagen als Nebenprodukt ergibt sich die einfa-
chere Konstruktion des regelmiBigen Sechsecks (allgemeiner des
regelmifigen n-Ecks), indem der Kreis in 6 gleiche Sektoren ge-
teilt wird.

Als Erweiterung der Aufgabenstellung kann man von den
Schiilern jetzt eine Zeichnung mit einem Winkel von 72 Grad
verlangen (Fig. 2). doch zuvor sollten die Schiiler die Anzahl der
Ecken bestimmen. Sie folgt aus dem Satz, dal die Summe aller
Aufenwinkel 360 Grad betrigt.

Um die gegenseitige Abhiingigkeit von Aullenwinkel. Innenwin-
kel und Mittelpunktswinkel zu beobachten, kann man cine Tabelle
aufstellen, die einige n-Ecke enthilt. Damit die Schiiler das bisher
nach einem Umlauf erfolgte Schliefen der Figur nicht als selbst-
verstdndlich ansehen, sollten sic dic Aufgabe fiir einen 80 Grad
groflen Winkel durchfiihren; nach zweimaligem Umlauf schlief3t

Fig. 3 Fig. 4
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sich jetzt ein Neunstern (Fig. 3). Die fiir dic Augen ziemlich
unruhige Figur scheint auf den ersten Blick aus zwei dberlagerten
Filnfecken zu bestehen,

144 Grad (Fig. 4) ldf1 die schr schine Figur des Finfsterns ent-
stehen, Bei einem Aubenwinkel von 108 Grad ergibt sich crst
nach dem dritten Durchlanf eine geschilossene Figur, ein 10-Eck.
Als Anregung fiir den Lehrer seien folgende Aufgaben gedachi:
Schliebt sich die Figur bei Vorgabe cines belichigen Winkels?
Welchen Winkel mull ich fiir dic zwei Aren des Sicbensterns
wiihlen? Zeige, daff es keinen Aulenwinkel gibl, mit dem sich
die Figur nach zweimaligem Umlaufen «u cinem 10-Eck schlicl.

Die zweite Aufgabe: regelmaBiges
Sechseck als Innensechseck im Kreis

Awns Grimden der Schnelligkeit und der Genavigkeit der Konstruk-
tion wird man ein regelmiiBiges Sechseck mit Hilfe des Zirkels
zeichnen: der Radios eines Kreises wird sechsmal auf der Periphe-
rie abgetragen. Nach einer Vorfilhrung an der Tafel und einigen
Ubungen im Heft miissen auch hier die Schiiler begriinden, daf
das sechsmalige Abiragen genau am Staripunkt cndet. Die erste
Aulgabe wird also in umgekehrier Richtung aufeepriffen. Als Ar-
gumente werden gleichschenklige Dreiecke. dic Gleichseitigheil
sleichwinkliger Dreiecke. die Winkelsumme und natiirlich wicder
der Grundgedanke der Symmetrie herangezogen, der durch Falien
aktiv nachvolleogen werden kann, Der Aufirag, nun einmal nach
der nenen Methode ein regelmiifiges Zwiilfeck 7o zeichnen. wird
wohl zunfichst durch Abtragen des halben Radius zu erfiillen ver-
sucht. Da dies nicht zum gewiinschten Ergebnis fithet, werden die
schifler die Symmetricachse iiber die Seitenmitten, dic ja bereits
bekannt ist, benuizen und mittels Geodreieck und rechrem Winkel
die fehlenden Zwilferpunkie anl dem Kreis finden. Eine schr in-
teressanie und die Schiiler ansprechende Figur entsicht, wenn die
Punkie durch cinige oder auch alle Diagonalen verbunden werden.
{Fig. 5) Will man einen Ausflug in kombinatorische Fragestellun-
gen anschliebien, kann man die Vielzahl der Zwiilfecksdiagonalen
motivierend nutzen: L Wie viele Diagonalen miiblen wir beim 24-
Eck zeichnen?* Dieses Problem kann durch die bekannte Hiinde-
Schiintel-Aufgabe ergiingl werden. Asthetisches Emplinden wird
angesprochen und dic Prizision des Arbeilens mit dem Zirkel
wird geiibt, wenn nun die Kreisbogenfgueren als Blumenmuster
gezcichnet und ausgemalt werden, (Fig. 6 und 7) Parkettierungen
sind den Schiflern gus der Grundschuole bekanni; ein Parkett mit
Sechsecken oder Sechsstemen vielleicht noch nicht, LGt man den
Schiilern Freiheit beim Ausmalen des Blumenmusters, so nehmen
sie mehrere Farben, Nun zerstiint die Unsymmetrie der Farbge-
bung dic Symmetric der Linien,

Fig. 5
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Fig. 6 Fig. 7

Die dritte Aufgabe: Seitenmitten

des Innensechsecks verbinden
Verbinde! man die Seilenmitten des regelmiifigen Scchsecks, so
entsicht bei Formsetzung des Verfahrens eine Figur (Fig. #) mit
schr grober Dynamik. Die Analyse der genuun gezeichneten Fi-
gur Kt Senkrechic zu Seiten entsprechender Sechsecke erken-
nen, wenn man die Sechseckpunkie in Richtung Miile verbin-
detl. Dic abwechselnde Parallelitit der Seiten kann je nach Defi-
nition begriindet werden. sicher wird die Ahnlichkeit der Figuren
erwiihnt. doch kann dieser Bereich nicht problematisiert werden.

Fig. &

Die vierte Aufgabe: Um einen
Kreis ein AuBlensechseck zeichnen

Kehrnt man die drite Aufgabe um. und verlangt die Zeichnung
cimes Aubensechsecks, so wird den Schiilern die Liosung nicht
schwerfallen, wenn die Eigenschaften der Reihe der Innensechs-
ecke ausfiibrlich diskutient worden sind. Die Konsiruktion iiber die
Mittelsenkrechte als Hillslinien [iihrt sofort zum Ziel, Gibt mun al-
lerdings nur einen Kreis vor, ist dic Kreativitit der Schiiler stirker
gelordert. Sie werden verschicdene Lasungsideen entwickeln, de-
ren Ungenauigkeit besprochen werden mull, aber sie werden auch
aut die Tdee kommen, daB aus Symmetricgriinden eine berithrends
Gerade senkrecht zum Radius stehen mulB. Nimmt man unscharle
Ausdrucksweisen in Kauf, so kiinnen die Schiiler die Erkenntnisse
im Satz vom Senkrechistchen von Tangente und Radius und dem
Kehrsatz selbst formulieren.

Die flinfte Aufgabe:

Ein Kugellager konstruieren
Zwei Platten sollen durch dichtlicgende Kogeln aut Abstand ge-
halten werden: gegeben ist der Abstand, zeichnerisch zu ermitieln
1st die Lage der Kugeln, Erfuhrungsgemiifll finden die Schiiler ohne
Hille des Lehrers nach einigem Probieren dic exakte Lésung: (Fig.
Uy die Millelparallele liefert den Radius, der dann wiederholt auf
der Mittelparallelen abgetragen die Tage der Kreis/Kugelmitten
uncl der Berithrungspunkie der Kugeln festlegt.
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Nun sollte ein Lager zwischen zwei gegebenen konzentrischen
Kreisen eingefiigt werden. Die sinngemiBe Ubertragung der
Losung fiihrt nicht zu brauchbarem Ergebnis, da sich die Kreise
durchdringen. (Fig. 10) Um dies an der Zeichnung erkennen zu
konnen, wihlt man giinstige Radien wie zum Beispiel 2 cm und
6 cm fiir die beiden Kreise. Eine griindliche Fehleranalyse und
die Uberlegung, welche Bedingungen denn die Kugeln erfiillen

Fig. 10

miissen, fiihrt mit Hilfe des Lehrers zu der Erkenntnis, dal3 die
Mitten der Kugeln um den doppelten Radius voneinander entfernt
sein miissen, wenn sich die Kugeln gegenseitig beriihren sollen.
Jetzt ist die Konstruktion moglich, das Kugellager wird aber nicht
fiir alle Kreiskombinationen vollstindig auszufiillen sein. Als Va-
riation der Aufgabe bietet sich an, den Kreis der Mittelpunkie
und die Anzahl der Kugeln vorzugeben, die spezielle Lage der
Mitten und den Kugeldurchmesser (und damit Aullen- und Innen-
kreis) fiir ein vollstindig ausgefiilltes Kugellager bestimmen zu
lassen. Dies fiihrt zur Konstruktion des n-Ecks zuriick. die sich
mit Zirkel und Winkelmesser leicht verwirklichen 1d3t. Die dritte
Variante der Aufgabe sieht die Anzahl der Kugeln und den Ku-
geldurchmesser als gegeben an und verlangt die Bestimmung des
Mittenkreises. Einige Schiiler werden die Losung iiber die Kon-
struktion des gleichschenkligen Mittelpunktsdreiecks aus Winkel-
Seite-Winkel finden. Die Losung gelingt aber auch mit Hilfe der
Umlaufkonstruktion des regelmiBigen r-Ecks. Und damit schliefit
sich auch der ,Kreis* dicses Aufsatzes.

Will man im Unterricht diese Reihe ,.schon™ ausklingen lassen. so
bieten sich die folgenden Figuren an, die auf der 24-Teilung des
Kreises aufgebaut besonders eindrucksvoll sind. Um jeden der 24
Teilpunkte wird ein Kreis mit je gleichem Radius gezeichnet, der
aber kleiner (Fig. 11) oder groBler (Fig. 12) ist als der Radius des
Umkreises des 24-Ecks; und: man wihlt einen der 24 Teilpunkte
als Festpunkt und zeichnet um jeden der anderen 23 Punkte einen
Kreis, der den Festpunkt enthilt (Fig. 13), eine wegen der notwen-
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digen Priizision des Zeichnens nicht leicht zu erstellende Figur,
deren Hiillkurve Kardioide genannt wird.

Anschrift des Verfassers:
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