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Regelmäßige Vielecke
Ein Beitrag zur Geometrie der Klasse 5

M. Spielmann

1 Einleitung
I Drei wesentliche Lemzielbereiche werden durch die beschrie-

benen Aufgaben abgedeckt: Neben der Beachtung des Bewe-
gungsdranges der Schüler und des Interesses an aktivem Handeln
finden die beiden geistigen Aspekte, Förderung des ästhetischen
Empfndens und Entwicklung kognit iver Strategien Berücksichti-
gung. Die Schüler werden an den Gebrauch des Zeichenmaterials,
des Geodreiecks und des Zirkels gewöhnt, sie lernen technisch ge-
naues Arbeiten, sie können ihre Freude an schönen, regelmäßigen
Mustern befriedigen, die natürlich erst dann richtig schön sind,
wenn sie auch genau gezeichnet sind, und sie werden intel lektuel l
gefordefi, wenn sie erkannte Gleichmäl3igkeiten und Prinzipien
begründen wollen.

lf Voraussetzungen
1 Zunachst seien einige Voraussetzungen für den im fblgenden
beschriebenen Unterrichtsgang genannt. Die Schüler sind geübt im
Gebrauch des Lineals und des Winkelmessers. Die Winkelsumme
im Dreieck wurde durch Umlaufen begründet. Der Umlaufbeweis
wurde verallgemeinert, so dafi die Schüler auch die Winkelsumme
z.B. eines 1000-Ecks angeben können.
Symmetrien sind im Unterr icht der Grundschule vorbereitet.

O Die erste Aufgabe: regelmäßiges
13.

rJ Sechseck durch Umlaufen zeichnen
Die erste Aufgabe knüpft thematisch an den Umlaufbeweis an, sie
wird zunächst an der Tafel für alle Schüler sichtbar gelöst. ,,Gehe
von einem Punkt aus 40 cm geradeaus, drehe dich um 60 Grad
nach l inks, gehe dann in der neuen Richtung wieder 40 cm, wie-
derhole das Verfahren. Beschreibe die entstehende Figur!" (Fig.
I  )  Es stel l t  sich die Frage, ob sich die entstehende Figur schl ießt
und ob sie regelmäßig sein muß. Von den meisten Schülem wird
die Regelmäßigkeit der Figur über die Regelmäf3igkeit der Zei-
chenvorschrift begründet. Und falsch ist das ja auch nicht, wohl-
gemerkt unter der Voraussetzung, dafi die Figur tatsächlich ge-
schlossen ist.

Ob sich die Figur nun wirkl ich schl ießt, läf i t  sich an individuel len
Zeichnungen kaum nachprüfen. Prinzipiell sind Zeichenungenau-
igkeiten immer vorhanden. Nachdenken und Argumentieren muß

auf das zeichnerische Experimentieren folgen. An dieser Stel le
bedarf es der Führung des Lehrers. Auf die folgende Art kann
man Argumente für das Schließen der Figur gewinnen: Der Leh-
rer bringt ein regelmäf3i-ees Sechseck mit in den Untcrricht; al-
lerdings sollten die Schüler erfahren, dalS er es auf andere Art
gezeichnet hat. Die Schüler erkennen nun durch den ihnen be-
kannten Winkelsummensatz und durch die Regelmäl3igkeit der
Figur die Übereinstimmung in den Winkeln. Werden nun die Sei-
ten noch gemessen. führen anschauliche Kongruenzüberlegungen
dazu, dalS man das SchlielSen gemäfl der obigen Konstruktions-
vorschrift akzeptieren kann. Ein vorgegcbenes Scchseck crfüllt
die Konstruktionsvorschrift: daher muß die nach der Vorschrifi
erzeugte Figur ein geschlossenes Sechseck sein. Fragen nach der
Existenz und Eindeutigkeit sind auf dieser Stuf-e des Argumentie-
rens sicher nicht notwendig.

Um die Symmetrie des regelmäßigen Sechsecks zu untersuchen.
teilt der Lehrer solche vorbereiteten Figuren aus Papier aus. E,inige
Schüler falten die Sechsecke auf 'einander. Wegen der Gleichheit
der Innenwinkel und der Seiten kann man die Tei lhguren auf zwei
Arten zur Deckung bringen: über die Ecken gefältet und über die
Seitenmitten gefältet. Die Regelmäßigkeit der Figur kann man so
kaum klarer cr leben. Bei der Faltung über die Ecken werden die
Schüler auf das charakterist ische gleichwinkl ige Dreieck stoßen;
die Begründung für die Winkelgleichheit wird den Schülern nicht
schwerfal len. Sozusagen als Nebenprodukt ergibt sich die einfä-
chere Konstruktion des regelmäl3igen Sechsecks (al lgemeiner des
regelmäl3igen n-Ecks), indem der Kreis in 6 gleiche Sektoren ge-
tei l t  wird.

Als Erweiterung der Aufgabenstellung kann man von den
Schülem jetzt eine Zeichnung mit einem Winkel von 72 Grad
verlangen (Fig. 2). doch zuvor sol l ten die Schüler die Anzahl der
Ecken bestimmen. Sie folgt aus dem Satz, dafi  die Surnme al ler
Außenwinkel 360 Grad beträgt.

Um die gegenseit ige Abhängigkeit von AufJenwinkel. Innenwin-
kel und Mittelpunktswinkel zu beobachten, kann man cine Tabcl lc
au{.stel len, die einige n-Ecke enthält.  Damit die Schüler das bisher
nach einem Umlauf erfblgte Schl ießen der Figur nicht als selbst-
verständl ich ansehen, sol l ten sic die Auf.eabe für einen 80 Grad
grof3en Winkel durchführen; nach zweinial i-eem Umlauf schl ief i t
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Nun sol l te ein Lager zwischen zwei gegcbcnen konzentr ischen
Kreisen ein-qcI 'ügt werden. Die sinngemäße LJbertragung der
Lösung führr nicht zu brauchbarem Ergebnis. da sich die Kreise
durchdringen. (Fig. l0) Um dies an der Zeichnung erkennen zu

können. wählt man günstige Radien wie zum Beispiel 2 crn und

6 cm für die beiden Kreise. Eine gründlichc Fehleranalyse und
die Überlegung. welche Bedingungen dcnn die Kugcln erfül len

müssen. führt rnit  Hi l fe des Lehrers zu der Erkenntnis. dafj  die

Mitten der Kugeln um den doppelten Radius voneinander entfernt

sein müssen. wenn sich die Kugeln gegenseit ig berühren sol len.

Jetzt ist die Konstruktion möglich, das Kugella-eer wird aber nicht

für al le Kreiskombinationen vol lständig auszufül len sein. Als Va-

riat ion der Aufgabe bietet sich an. den Kreis dcr Mittelpunkte

und die Anzahl der Kugeln vorzugeben, cl ie speziel le Lage dcr
Mitten und den Kugeldurchmesser (und damit Außen- und Innen-

kreis) 1ür ein vol lständig ausgefül l tes Kugella-ter bestimmcn zu

lassen. Dies führt zur Konstruktion des rr-Ecks zurück. die sich

mit Zirkel und Winkelmcsser leicht verwirkl ichcn lä13t. Die dri t te

Variante der Aufgabe sieht die Anzahl der Kugeln und den Ku-

geldurchmesser als gegeben an und verlangt dic Bestimmung des

Mittenkreises. Einige Schüler werden die Lösung über die Kon-

strukt ion des gleichschenkl igen Mittelpunktsdreiecks aus Winkel-

Seite-Winkel f inden. Die Lösung gcl ingt aber äuch mit Hi l l 'e der

Umlaufkonstruktion des regelmäl3igen rr-Ecks. Und damit schl iefSt

sich auch der , ,Kreis" dicses Aufsatzes.

Wil l  man im Unterr icht diesc Reihe ,.schön" auskl ingen lassen, so

bieten sich die folgenden Figurcn an. die auf der 24-Teilung des

Kreises aufgebaut besonders eindrucksvol l  sind. Um jedcn det 24

Teilpunkte wird ein Kreis mit jc gleichem Radius gczeichnet, der

aber kleiner (Fig. 1 I  )  oder gröl3er (Fig. l2) ist als der Radius des

Umkreises des 24-Ecks. und: man wählt einen der 24 Tei lpunktc

als Festpunkt und zeichnet um jeden der anderen 23 Punkte einen

Kreis, der den Festpunkt enthält (Fig. l3). eine wcgen der notwen-
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digen Präzision des Zeichnens nicht leicht zu erstel lende F-i-cur.

deren Hüllkurve Kardioide gcnannt wird.
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