Winkel am Kreis

Ein Beitrag zur Geometrie der Klasse 8

M. Spielmann

Einleitung

Die Behandlung des Umfangswinkelsatzes und seiner Um-
kehrungen bietet in der Klasse 8 eine giinstige Gelegenheit, so-
wohl die Argumentationsfihigkeit der Schiiler weiter-
zuentwickeln, als auch das #sthetische Empfinden und die Freu-
de an geometrischen Formen zu fordern. Ich habe die
,Scheinwerfer- und Blickwinkel-Aufgaben” immer als etwas
gekiinstelt empfunden und mich daher nach einer innermathe-
matischen Motivation umgesehen.

Voraussetzung und Ziele
Es ist giinstig fiir den Ablauf dieser Sequenz, wenn die

Schiiler den AuBenwinkelsatz und den Satz des Thales kennen.

Die Schiiler sollen lernen, geometrische Sitze und deren Um-
kehrung zu vermuten, zu formulieren, zu beweisen und in ein
System einzuordnen.

3 Die Entdeckung des Umfangswinkelsatzes

Es gibt zwei sehr anregende Figuren (Fig. 1 und 6), die zur
Vermutung des Umfangswinkelsatzes fiihren. Jede einzelne hat
ihren Reiz und ihre spezifischen Vorziige. Sie sollten beide in
den Unterrichtsgang eingebunden werden.

Ausgangspunkt der Uberlegungen sei zunéchst die Figur 1, die
aus der 12-Teilung des Kreises durch Verbinden eines festen
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Fig. 1

Punktes mit allen anderen Punkten entsteht. Im allgemeinen
wird beobachtet, daB die Strahlfigur gleiche Winkel enthilt;
dies wird durch Messen bestitigt. Die Sehnen werden kiirzer, je
weiter sie aus der Mittenlage herausgedreht werden; stellt man
sich die Strahlen iiber den Kreis hinaus verldngert vor, fillt auf,
daB eigentlich ein Abschluff durch die Tangente fehlt. (Fig. 2)
Nun kann die Tangente den Durchmesser eines Halbkreises mit
gleichgroBem Radius tragen, der durch die Strahlen in zwdlf
gleiche Abschnitte geteilt wird. Fiihrt man die Mittelpunkte zu-
sammen, erhdlt man so eine 24-Teilung. Stellt man sich ande-
rerseits die Strahlenfigur (Fig. 3) als Ausgangspunkt vor und
fugt einen Kreis ein, so wird der Kreis bei nur zwei bestimmten
Lagen, ndmlich gerade in den gezeichneten, gleichmiBig geteilt.
Der Mittelpunkt mufl im Zentrum der Strahlfigur liegen, dann
erhalten wir Mittelpunktswinkel; oder ein Randpunkt mu Zen-
trum der Strahlfigur sein, sodaBl Umfangswinkel entstehen.

Fig. 3

Fig. 2

Dieses Sammeln von Eindriicken und Beobachten von Zusam-
menhéngen 148t die Schiiler unter Umstéinden den ,,roten Faden“
vermissen. Es wird also Zeit, die Beobachtungen je in einen
geometrischen Satz zu kleiden. ,,GleichgroBe Kreisabschnitte
erzeugen gleichgroe Winkel am Mittelpunkt des Kreises
(Mittelpunktswinkelsatz). Und: ,,Die Winkel an der Peripherie
sind halb so groB wie die zugehérigen am Mittelpunkt
(Halbwinkelsatz).* Und weiter: ,,GleichgroBe Kreisabschnitte
erzeugen gleichgroBe Winkel an der Peripherie des Kreises
(Umfangswinkelsatz).“ Eine erste Umkehrung dieses Satzes
wird formuliert: ,,Gleichgrofe Winkel an der Peripherie des
Kreises erzeugen gleichgroBe Kreisabschnitte (1. Umkehrung
Umfangswinkelsatz).*

Fig. 4
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Fig. 8

an. Zunichst wird beobachtet, daB gleiche Winkel an der Peri-
pherie entstehen; aber das ist ja inzwischen bekannt. Es entste-
hen aber auch gleiche Winkel an den Schnittpunkten der Schen-
kel, und diese Winkel werden von Stufe zu Stufe groBer. AuBer-
dem scheinen die Schnittpunkte der jeweiligen Stufe auf einem
Kreisbogen zu liegen.

Dall bei gleichmiBiger Teilung die Winkel auf einer Stufe
gleichgroB sind, zeigen die Schiiler selbstindig, nachdem sie
zwei Winkelfelder herausgezeichnet haben. (Fig. 7) Anwendung
des Umfangswinkelsatzes und des AuBenwinkelsatzes fiihrt
zum Ziel. Bei der Argumentation muB aber klargemacht wer-
den, daf erst die gleichmiBige Teilung eine Anwendung des
Umfangswinkelsatzes erméglicht.

Jetzt bedarf es grindlicher Analyse der Behauptung, daB die
Schnittpunkte auf einem Kreis liegen. Die Schiiler sollen erken-
nen, daB hier eine zweite Umkehrung des Umfangswinkelsatzes
vorliegt.

Fig. 10

Fig. 9

Wenn der Beweis hierzu nicht erbracht werden soll, so muB
doch herausgearbeitet werden, was vorausgesetzt, was behaupt-
et wird. Wie ist es iiberhaupt méglich, daB ein Satz zwei Um-
kehrungen besitzt?

Die logische Struktur der Satze und
Umkehrungen

Eine Analyse der logischen Struktur liefert folgende abstrahie-
rende, aber kldrende Formulierung:

Umfangswinkelsatz: (4 und B) = C

(,»Scheitel auf Kreis* und ,,gleiche Sehne*) = | gleiche Winkel“
erste Umkehrung: (Cund 4) = B

(»gleiche Winkel“ und ,,Scheitel auf Kreis*) = ,,gleiche Sehne*
zweite Umkehrung: (C und B) = 4

(.gleiche Winkel“ und ,,gleiche Sehne*) = , Scheitel auf Kreis“

Fig. 11
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Die Problematik liegt also in der Kombination der Vorausset-
zungen. Haben die Schiiler schon frither Kontrapositionen und
indirekte Beweise kennengelernt, werden sie den Beweis der
zweiten Umkehrung argumentativ durcharbeiten kénnen. (Fig.
8) ,,Liegen die Scheitel nicht auf einem Kreis, ist aber die einge-
faBte Sehne gleich, so kénnen die Winkel nicht gleich sein;*
oder (Fig. 9) ,,Liegen die Scheitel nicht auf einem Kreis, sind
aber die Winkel gleich, so ist die eingefaBte Sehne nicht
gleich.“

Ausblick

Als Belohnung fiir die erlebte Miihe und als Anregung zu
weiterer Auseinandersetzung mit der duBeren Asthetik der geo-
metrischen Figuren kann man selbst den Schiilern eines 8.
Schuljahres Freude mit der Bearbeitung einer vorgegebenen
24-Teilung machen. (Fig. 10) (Fig. 11)
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