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I Die Aufgabe und ihr didakt ischer Wert
I
r Wenn bei der im Unterricht zu verarbeitenden Stofflxenge

noch Zeit für Besonderheiten bleibt. bietet sich eine ALrf-uabe an.
die in der Geschichte der Mathernatik als Guu/l-Aufgabe bekannt
geworden ist: Der Zehnjährige entwickelte eine Forrnel f l ir die
Summe der Zahlen von I bis 100. Diese Autgabe kann in das
Erstellen einer Treppe aus Bauklötzen eingekleidet werden: clie
Schüler sol len die Anzahl  der Klötze best intrnen. die für  e ine
Treppe mit  5 l  Stufen nöt ig s ind.  v ie l le icht  l iegen gerade 5l
Stufen zwischen dem Schulhof und ihrem Klassenraurn. Die
Schüler sollen eine vorteilhafte Rechenmethode entwickeln. die
ein schnelles Ermitteln der Anzahl der Klötzchen ermöglicht.

Die in der Aufgabe versteckten Möglichkeiten innermathernati-
scher Anwendungen sind vieltält ig; es kann der Mittelwertbe-
griff vertieft werden. oder geometrische und arithmetische Ope-
rationen werden verknüpft und liefern mit je ner-ren Aspekten
verschiedene Lösungsstrategien. Dies fi, ihre ich weitcr Llnten
noch aus.

Die Schüler können an der Aufgabe die Fähigkeit entwickeln.
Sachverhalte zu mathematisieren. sie werden angeleitet. über ei-
gene mathematische Vorstellungen und Vernrutun-gen zu spre-
chen und Sachverhalte abwägend zu prtif'en.

Die Aufgabe ist so weittragend. daß ich in ihrent Unrl 'elcl _qeome-
tr ische und ar i thmet ische Sichtweisen verdeLrt l ichen kann. Da
das Abstraktionsvermögen der Schli ler Llltterschiedlich ausge-
prägt bzw. fbrtgeschritten ist. sollte die Strategie der Lösung
auch ikonographisch unterstützt werden. In unteren Klassenstu-
fen kann die rein abstrakte algebraische Arbeit nicht im Vorder-
grund stehen, eine geometrische VeranschaulichLrng ist imnrer
hilf ieich, meistens zum vertieften Verständnis sosar notwendig.
Daher also erhalten die Schtiler die Möglichkeit. die Lö-
sungsidee mittels Bauklötzen nachzul,ollziehen, und zusätzlich
wird an der Tafel und im Heft auf Quadratkästchen die ldee ver-
anschaulicht.

Die Lösungswege
Wie aber bestimmt man die Sumrne' l  Es eibt verschiedene

änge zur Lösung.

Der erste benutzt die Ausgleichseigenschafi des arithmetischen
Mittelwertes. Betrachtet man die _{eometrische Veranschauli-
chung, so kann auffallen. dalJ der obere Teil der 

'freppe 
genaLr

den unteren Tei l  zu einem Rechteck ergänzt (Fig.  l ) .  Dabei  is t
die Höhe des Rechtecks gleich der Mitte zwischen erster und
letzter Stufe, und die Breite ist -sleich der Anzahl der StLrf-en. Die
arithmetische Sicht führt nach dern Aufschreiben der Zahlenrei-
he zu der Erkenntnis. daß rnan um die Mitte herum die Zahlen
durch Subtrahieren und Addieren auf die Mitte hin beschneiden
und ergänzen kann; dies entspricht natürlich genau dem UrnbaLr-
en der Treppe.
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Der zweite Zugan-e benntzt die Idee der VerdopplLrng Lrnd Hal-
bierun-e. Geometrisch gesehen legt man eine zweite -sleiche
Treppenfi-sur untgekehrt auf die vorhandene (Fig. 2)t man er-
kennt c in Rechteck.  dessen Fläche nur noch halbiert  werden
mr-rf3. Arithmetisch gesehen wird die Zahlenreihe zweimal je-
weils gegenläufig untereinander notierr: dies führt zu gleichen
Surnmanden: die nun durch ein Prcldukt zu bestirnmende gesam-
te Sumrne wird anschl ie lSend halbiert .  Diese l -ösung sol l  ja auch
dern .,kleinen" Guu[.] eingefallen sein.

l +  2 +  3 +  . l +  5 +  6 +  l +  8 +  9
+ 9 +  8 +  l +  6 +  - 5 +  . l +  3 +  2 +  I

l 0  +  l 0  +  l 0  +  l 0  +  l 0  +  l 0  +  l 0  +  l 0  +  l 0
a l s o l e = 9 ' 1 0 : 2 = - 1 - 5

Ein dritter We-r zur Lösun-r ergiinzt die Dreiecksforrn der T'reppe
zu einem Quadrat.  halbiert  dessen Flächeninhal t  und ergänzt den
Wert rnit den abgeschnittenen Zähnen (Fig. 3). Dieser geornetr.i-
sche Zugang hat aber leider keine direkte arithmetische Entspr.e-
c h u n g .  7 , , =  I t ) .  2  +  2 '  0 . 5 .

lch habe die Erfahrung semacht. dafi diese Idee der Quadrater-
-eänzung von einigen Schülern sehr schnell genannt wird. Auf
den Einwand hin. daß die Treppe größer als das halbe Quadrat
ist, sehen diese Schüler dann oft, dal3 die Ergänzung narürlich
wieder eine Treppe ist. die aber eine Stuf'e weniger umfaßt (Fig.
ul). Dies führt zu einem vierten Weg. der den Gedanken der Re-
kursion beleuchtet. Die bekannte Formel erhült man nach weni-
gen Operat ionen.

Es gilt f, t * n = I,, und 7,, + 7,,
setzen 2 T',,- ,.,t +,r. r,rnd somit I,,

Fig.  3

,  = , / t :  daraus fblgt clurch Ein-
-  ( r t )  +  r t )  : 2 .

Fig. - l
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+ 5  + - 5  + 5

- 5 = 4 5

+ 5 + 6 + l + 8 + 9
- t  2  , 3  _ 4 )
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Die Problemstetten
Die Themat ik  hat  e  in ise d ic lak t ische Prob lcr ls te l len.

a) Die oben -eenannte Formel -gi l t  zwar f l i r  -rcracle und ungeracle
Zahlen gleichermäßen. nur hat cine Treppe mit -teradel Stufen-
zahl  ke ine mi t t le re  Säulc .  Das Urnsct r t ie ren c lcr  Trcppe is t  a lso in
diesent Fal l  nicht ar,rf  die -eleichc Art nröel ich. Un-r dicsc
Schwieri-skeiten zu urngehen. starte ich r l i t  dcr Frage f i i r  eine
un-{erade Stuf 'enzahl. So wird del Zugan-e nicht i iberfrachtct.  und
an der später aufiretenden Frage nach gerader StLrlcnzahl erken-
nen d ie  SchLi ler .  daß rnan Prob lerne in  vo l ler  A l lgente inhei t  n icht
immer in  e inem e inz igen Schr i t t  lös t .

b) Die erste Strategie ist f  i - i r  die Veranschar-r l ichLrng mit Klötzen
gut  -eeeignet .  d ie  zwei te  weniger  -uut .  da s ie  d ic  c loppel te  Anzahl
er forder t .  Meis tens bevorzu-s ten aber  n tc inc  Schi i le r  d ie  zwei te

Strate-gie. Leider ist sie ohne weiteres f l i r  -uerade nnd ungerade

Stufenzahlen e insehbar .  lä f . l t  a lso d ie  prodLrk t ivc  Schw' ier igke i t

der fehlenden mitt leren Si iule -tar nicht erst zl l .

c )  D ie  Veranschaul ichung der  ers ten St ra teg ic  rn i t  K lö tzen ver-

sagt bei gerader Stuf 'enzahl. dcnn die lnit t lere Hijhe ist nicht
ganzzahlig. Sie klappt gLrt bei der Darstel lr-rng mit Quadratki ist-
chen.  da man d iese te i len kann.

d)  Nach meiner  Er fahrurng ne i -een e in ige Schl i le r  dazu.  d ie  Trep-
pe fa l lend zu ze ichnen:  und s ie  zerschneiden dann d ie  Treppe
ver t ika l .  Mi t  d iesern Wande I  des Aspektes muß ntan rechncn.  er '

kann aber  zur  KommLrn ikat ion innerha lb  der  K lasse anregen.

e) Da die ALrfgabe aurf rnehrere Arten lösbar ist" u'erclcn die

Schüler  a lso i , ' ie l le icht  versch icdene '  L0sLrngsgi insc \ 'o rsch lagen.

In  d iesem Fal l  w i rd  man w'oh l  nur  e ine Mögl ichke i t  ver t ie f t  be-

handeln. die anderen aber in einer cler fblgcnderr Str"rnclen be-

sprechen:  d ie  V ie lzah l  der  Aspekte so l l te  den Schi i lent  beu 'Lr [ . ] t

werden.

f )  S icher  wäre es im Sinne e iner  o f f -eneren LJnter r ichts-ucsta l tunt

wicht i ,e .  daß d ie  Schüler  be i  ta tsäch l ichenr  Addieren a l lc r  Zahlen

von I  b is  5 l  d ie  Umständl ichke i t  Lrnc l  den Ze i tauf i ,n 'anc l  erken-

nen:  im Sinne der  Ökonorr ie  c lc - r  Ze i tgesta l tung u ' i rc l  nran aher '

schnel ler  in  d ie  Denkarbe i t  e ins te igen wol len.  V ie l le icht  kann

diese Entscheidung auch vom mathematischcn Beu'r-rf .Jtseinsstancl

der Schüler abhängi-usemacht werden.

g) Sol l te die Frage nach -eerader Stuf 'enzahl bei _ur-rtenr LösLrngs-

fortschri t t  von Schülern fr i- ihzeit ig gestel l t  werden. ki jnnen cl ic

etwas routinierteren Ar"rfgabenli jser an dem Problern während der

eigentl ichen Übungsphase arbeiten. So wircl ein etrvas cl i t teren-

zierter Unterr icht dem Be sabLrnssspektrurn qerecht.

D\e Aufgrbe bercitct irber iruch zukt\nl\iges lor. Es kännen srch
Fragen nach unenc l l ichen Prozcssct ' r  ansch l ic f . lcn .  \ \ 'enr t  rnan d ie
sezcichnete Fl i ichc der Treppc nri t  clcn'r unrfassenden Quadrat
r cr-ulcicl ' r t .  Trapezf( irnt igc Fl i ichcn w erclen r-nit  dcr Mittelu,,ert-
s t ra tcg ie  berechnct .  Ur t ro l ls t l ind igc Trcppen zLrnt  Be isp ic l  vc ln
StLrl 'e 7-l  bis StLrf 'e 163 taLrchen spater in der Oberstuf 'c bei cler
Berechnung c les bcst inrn t ten In tegra ls  aLr f .  be i  dent  rnan . f  a  auch
einen g lc ichar t igen Anfang vor . t  c lc rn  Ganz.en sr - rb t rah ier t^  unt  e in
Zwischenst l ick  zLr  er rechnet r .  E ine Ausu 'e i tung c lcr  Frase aLr f  Py-
ramiclen f i ihrt zLrr Untersr-rchLrng dreicl i  rnensionuler Tleppen oder
zu Surnmcn \ 'on Quadratzahlen.  Ze i t l i ch  e tu ,as n l iher  l ie , t r t  d ie
L]n tersr - rch l rn_c ar i thrnet ischer  Reihen.  d ic  bcre i ts  in  den nachlb l -
genc len Unter r ichtss t r - rnc lcr . r  rn i t  untersch ied l icher  Schr i t twei te
bearbe i te t  r . r 'c rden können.  Da a i r f  dent  aktue l len l0  DM-Schein
Curl Friet lr ich Gutt13 portr i i t icrt  ist.  'ul , i rd rnun derr Schi- i lcrn in ei-
nenr geschichtl ichen Exkurs et\\ , ' i ls ar-rs clent Leben cl ieses großen
Mathemat ikers  erz i ih len.  Lrnd dabe- i  aLrch d ic  Bedeut l rng der  dre i
ar rderen Abbi ldungen auf  c lenr  Gelc lschein  er l l iu tern k i jnnen.  der
Sextant .  d ie  Tr iangLr la t ion Lrnd d ie  Nornta lver te i lLrng.  An c ler
Ant ike in teress ier te  Sc l tL i le r  w i rc l  r r .Lru t  l - rLr l 'd ie  Zahlenmyst ik  der
Pytha_uon.ier hinweisen. \ 'on clenen cl ie Treppenzahlen als sose-
nanntc  Dre ieckszahIen Lrntersucht 'u l 'u rden.

Übunge n arr Gau ßaufgabe
In ÜbLrngsaufcaben u ircl  rnan Libcr cl ic Starrclarclar,rf-gaben

hinaLrsgehen vn 'o l lcn.  Dazu so l len d ie  fb l_cenc len Beisp ie lc  anre-

sen.  Ve rsp: . i tc t  e insetzenc le  Rc ihen vu, ie  36 + 37 + 38 + 39 + 40

können nach c len crs tcn bc ic len St ra teg ien c lhnc Fr l r rnc l  best i rnmt
u,erclen: rverclen sie vcrl i in-gcrt Llncl nt i t  Pi inktchcn abgekürzt gc-

schr ieben u ' ie  36 + 37 +. . .  +  -57 + 58.  cr l i r rc lern  s ie  zLrs l i tz l iche

Üirer legung.  Dal . l  d ie  SLrrnnrc  dcr  nat l i r l i chcn Zahlen s ich n icht
propor t iona l  entwickc l t .  r " i rd  den Scht i le rn  nach c lcr  tb lgenden

Frage k lar :  Ka l ls  Treppe is t  dre in ta l  so hoc l ' r  rv ie  d ie  Trcppe von

Jens: bralrcht Karl dann aLrch dleirnal st 'r  l ' iele Steinc' l  FLir grof3e

Zahlen is t  c ler  Zusamnrenhang fast  c1r - radrat isch.  Nicht  so le icht
zu beantu 'or ten is t  c l ie  Frage.  u ' ie  v ic lc  StLr f 'en rnan rn i t  e iner  f -e-
s tcn Anzahl  ron Klö tzcn schaf l t :  c ler  geschLr l te  A lgebra iker  lös t

e inc qr , rac l ra t ische Gle ichung.  c in  Schi i le r  der  L l r r ters tLr t -e  kornmt
schon ans GrL ibe ln .  H ierzu s inc l  auch p l rvs ika l ische Ar- r fgaben

zr- rnr  l l 'e ien Fa l l  rn i t  konstanter  Bcschlcun igr . rng nrög l ich.  Wenn

cin  K0rper  in  der  ers tcn Sckundc I  nr .  in  dcr  zu 'e i tcn 2  m fä l l t
r .rncl so u'eiter. läl . l t  siclr die Entf 'ernun-9 nLrch bcstir-r-n-nter Zeit aus-

rechncn:  Lrm-gekehr t  kann rnun auch d ic  Fa l lze i t  zLr  gegebener

St recke ermi t te ln .

Der größere fachl iche Zusammenhang
Den Schi i lern s ind Rechenvortei le der Addi t ion uncl  Sr-rb-

t rak t ion aus der  Grundschr- r le  bekannt .  S ie  haben bere i ts  be im

Rechnen in der Nähe vol ler Hr-rnderter ceschickt ergrinz-t:  nr-rr '

w i rd  d ies he i  c ler  ror l iecenc lcn Aul 'g lh . :  s1r tc ,n l t i rc ]her  lnsc-

wandt .  Das ar i thnret ische Mi t te l  a ls  Repr i isentant  t ' t i r  c inc  Reihe

von Zahlen. als aus-uleichender Wert bei Vertei lun-rsar-rf 'uaben ist

den Schti lern im Verlauf der f l inften Klasse begegnet. Sie haben

auch erf-ahren. dal3 bei einer Zerle-eung ' ' ,on Flächenfbrmen die

Flächen-crö[3e unveruindert bestehen bIeibt.

A l les  d ies wi rd  mehr  oder  weni -eer  bewußt  benutz t  werden rn l is -

sen.  was e ine immanente Wiederho lun_t .  aber  aLrch e inen Wcch-

sel in der Sichtweise beder-rtet:  beides sind für clen Lernfbrtschri t t

w icht ige Bedingungen.
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