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Die Summe natiirlicher Zahlen

Michael Spielmann

Die Aufgabe und ihr didaktischer Wert

Wenn bei der im Unterricht zu verarbeitenden Stoffmenge
noch Zeit fiir Besonderheiten bleibt. bietet sich eine Aufeabe an.
die in der Geschichte der Mathematik als Gauf-Aufgabe bekannt
geworden ist: Der Zehnjihrige entwickelte eine Formel fiir die
Summe der Zahlen von 1 bis 100. Diese Aufgabe kann in das
Erstellen einer Treppe aus Bauklétzen eingekleidet werden; die
Schiiler sollen die Anzahl der Klotze bestimmen. die fiir eine
Treppe mit 51 Stufen nétig sind, vielleicht liegen gerade 51
Stufen zwischen dem Schulhof und ihrem Klassenraum. Die
Schiiler sollen eine vorteilhafte Rechenmethode entwickeln, die
ein schnelles Ermitteln der Anzahl der Klétzchen ermoglicht.

Die in der Aufgabe versteckten Méglichkeiten innermathemati-
scher Anwendungen sind vielfiltig; es kann der Mittelwertbe-
griff vertieft werden, oder geometrische und arithmetische Ope-
rationen werden verkniipft und liefern mit je neuen Aspekten
verschiedene Losungsstrategien. Dies fiihre ich weiter unten
noch aus.

Die Schiiler konnen an der Aufgabe die Fihigkeit entwickeln.
Sachverhalte zu mathematisieren. sie werden angeleitet. iiber ei-
gene mathematische Vorstellungen und Vermutungen zu spre-
chen und Sachverhalte abwiigend zu priifen.

Die Aufgabe ist so weittragend. daf} ich in ihrem Umfeld geome-
trische und arithmetische Sichtweisen verdeutlichen kann. Da
das Abstraktionsvermdgen der Schiiler unterschiedlich ausge-
prigt bzw. fortgeschritten ist. sollte die Strategie der Losung
auch ikonographisch unterstiitzt werden. In unteren Klassenstu-
fen kann die rein abstrakte algebraische Arbeit nicht im Vorder-
grund stehen, eine geometrische Veranschaulichung ist immer
hilfreich, meistens zum vertieften Verstindnis sogar notwendig.
Daher also erhalten die Schiiler die Mdoglichkeit. die Lo-
sungsidee mittels Baukl6tzen nachzuvollziehen, und zusitzlich
wird an der Tafel und im Heft auf Quadratkiisichen die Idee ver-
anschaulicht.

Die Losungswege

Wie aber bestimmt man die Summe? Es gibt verschiedene
Zuginge zur Losung.
Der erste benutzt die Ausgleichseigenschaft des arithmetischen
Mittelwertes. Betrachtet man die geometrische Veranschauli-
chung, so kann auffallen. dafl der obere Teil der Treppe genau
den unteren Teil zu einem Rechteck ergiinzt (Fig. 1). Dabei ist
die Hohe des Rechtecks gleich der Mitte zwischen erster und
letzter Stufe, und die Breite ist gleich der Anzahl der Stufen. Die
arithmetische Sicht fithrt nach dem Aufschreiben der Zahlenrei-
he zu der Erkenntnis, da8 man um die Mitte herum die Zahlen
durch Subtrahieren und Addieren auf die Mitte hin beschneiden
und ergiinzen kann; dies entspricht natiirlich genau dem Umbau-
en der Treppe.

I+ 2+ 3 +4 +5 + 6 + 7+ 8+ 9
+4 +3 +2 +1 -1 -2 -3 -4

S5 +5 +5 +5 +5 +5 +5 +5 +5
Ty=9-5=45
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Fig. |

Fig. 2

Der zweite Zugang benutzt die Idee der Verdopplung und Hal-
bierung. Geometrisch gesehen legt man eine zweite gleiche
Treppentigur umgekehrt auf die vorhandene (Fig. 2); man er-
kennt cin Rechteck. dessen Fliche nur noch halbiert werden
muB. Arithmetisch gesehen wird die Zahlenreihe zweimal je-
weils gegenldufig untereinander notiert: dies fiihrt zu gleichen
Summanden: die nun durch ein Produkt zu bestimmende gesam-
te Summe wird anschlieffend halbiert. Diese Losung soll ja auch
dem .kleinen™ Gauf; eingefallen sein.

I+ 2+ 3+ 4+ 54+ 6+ 7+ 8+ 9
+ 9+ 8+ 7+ 6+ 5+ 4+ 3+ 2+ |1

10+ 10+ 10+ 10+ 10+ 10+ 10+ 10+ 10
also7y=9-10:2=45

Ein dritter Weg zur Losung ergiinzt die Dreiecksform der Treppe
zu einem Quadrat, halbiert dessen Flicheninhalt und erginzt den
Wert mit den abgeschnittenen Zihnen (Fig. 3). Dieser geometri-
sche Zugang hat aber leider keine direkte arithmetische Entspre-
chung. 7, = 24005,

Ich habe die Erfahrung gemacht, daf} diese Idee der Quadrater-
génzung von einigen Schiilern sehr schnell genannt wird. Auf
den Einwand hin. da die Treppe groBer als das halbe Quadrat
ist, sehen diese Schiiler dann oft. daf} die Ergiinzung natiirlich
wieder eine Treppe ist, die aber eine Stufe weniger umfafit (Fig.
4). Dies fiihrt zu einem vierten Weg. der den Gedanken der Re-
kursion beleuchtet. Die bekannte Formel erhiilt man nach weni-
gen Operationen.

Esgit T, +n=T,und T,+7, | = i daraus folgt durch Ein-
setzen 2 T, = i” + n, und somit T, = (1 +n): 2.

Fig. 3 Fig. 4
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Die Prablemstellen

3

a) Die oben genannte Formel gilt zwar fir gerade und ungerade
Zahlen gleichermafen. nur hat cine Treppe mit gerader Stufen-
zahl keine mittlere Siule. Das Umsortieren der Treppe ist also in
diesem Fall nicht auf die gleiche Art méglich. Um  diese
Schwierigkeiten zu umgehen. starte ich mit der Frage fiir eine
ungerade Stufenzahl. So wird der Zugang nicht tiberfrachtet. und
an der spiter auftretenden Frage nach gerader Stufenzahl erken-
nen die Schiiler. dafl man Probleme in voller Allgemeinheit nicht
immer in einem einzigen Schritt 16st.

Die Thematik hat einige didaktische Problemstellen.

b) Die erste Strategie ist fiir die Veranschaulichung mit Klotzen
gut geeignet. die zweite weniger gut. da sie die doppelte Anzahl
erfordert. Meistens bevorzugten aber meine Schiiler die zweitle
Strategie. Leider ist sie ohne weiteres fiir gerade und ungerade
Stufenzahlen einsehbar. a6t also die produktive Schwierigkeit
der fehlenden mittleren Siule gar nicht erst zu.

¢) Die Veranschaulichung der ersten Strategic mit Klotzen ver-
sagt bei gerader Stufenzahl. denn die mittlere Hohe ist nicht
ganzzahlig. Sie klappt gut bei der Darstellung mit Quadratkiist-
chen. da man diese teilen kann.

d) Nach meiner Erfahrung neigen einige Schiiler dazu. die Trep-
pe fallend zu zeichnen: und sie zerschneiden dann die Treppe
vertikal. Mit diesem Wandel des Aspektes mulb man rechnen. er
kann aber zur Kommunikation innerhalb der Klasse anregen.

e) Da die Aufgabe auf mehrere Arten losbar ist. werden die
Schiiler also vielleicht verschiedene Losungsgiinge vorschlagen.
In diesem Fall wird man wohl nur eine Moglichkeit vertieft be-
handeln. die anderen aber in einer der folgenden Stunden be-
sprechen: die Vielzahl der Aspekte sollte den Schiilern bewul3t
werden.

f) Sicher wiire es im Sinne einer offeneren Unterrichtsgestaltung
wichtig. dal die Schiiler bei tatsiichlichem Addieren aller Zahlen
von | bis 51 die Umstidndlichkeit und den Zeitaufwand erken-
nen: im Sinne der Okonomie der Zeitgestaltung wird man aber
schneller in die Denkarbeit einsteigen wollen. Vielleicht kann
diese Entscheidung auch vom mathematischen BewubBtseinsstand
der Schiiler ablingiggemacht werden.

g) Sollte die Frage nach gerader Stufenzahl bei gutem Lésungs-
fortschritt von Schiilern friihzeitig gestellt werden. kénnen dic
etwas routinierteren Aufgabenloser an dem Problem wihrend der
eigentlichen Ubungsphase arbeiten. So wird ein etwas differen-
zierter Unterricht dem Begabungsspektrum gerecht.

Der groBere fachliche Zusammenhang

Den Schiilern sind Rechenvorteile der Addition und Sub-
traktion aus der Grundschule bekannt. Sie haben bereits beim
Rechnen in der Nihe voller Hunderter geschickt ergiinzt: nur
wird dies bei der vorliegenden Aufgabe systematischer ange-
wandt. Das arithmetische Mittel als Repriisentant fiir cine Reihe
von Zahlen. als ausgleichender Wert bei Verteilungsaufgaben ist
den Schiilern im Verlauf der fiinften Klasse begegnet. Sie haben
auch erfahren. daf bei einer Zerlegung von Flichenformen die
Flichengrofe unverindert bestehen bleibt.

Alles dies wird mehr oder weniger bewufit benutzt werden miis-
sen. was eine immanente Wiederholung, aber auch einen Wech-
sel in der Sichtweise bedeutet: beides sind fir den Lernfortschritt
wichtige Bedingungen.
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Dic Aufgabe bereitet aber auch zukiinftiges vor. Es konnen sich
Fragen nach unendlichen Prozessen anschlieBen. wenn man die
gezeichnete Fliche der Treppe mit dem umfassenden Quadrat
vergleicht. Trapezfrmige Flichen werden mit der Mittelwert-
strategie berechnet. Unvollstindige Treppen zum Beispiel von
Stufe 74 bis Stufe 163 tauchen spiiter in der Oberstufe bei der
Berechnung des bestimmten Integrals auf. bei dem man ja auch
einen gleichartigen Anfang von dem Ganzen subtrahiert, um ein
Zwischenstiick zu errechnen. Eine Ausweitung der Frage auf Py-
ramiden fiihrt zur Untersuchung dreidimensionaler Treppen oder
zu Summen von Quadratzahlen. Zeitlich etwas niher liegt die
Untersuchung arithmetischer Reihen. die bereits in den nachfol-
genden Unterrichtsstunden mit unterschiedlicher Schrittweite
bearbeitet werden konnen. Da auf dem aktuellen 10 DM-Schein
Cuarl Friedrich Gauf3 portrittiert ist. wird man den Schiilern in ei-
nem geschichtlichen Exkurs etwas aus dem Leben dieses groien
Mathematikers erziihlen. und dabei auch dic Bedeutung der drei
anderen Abbildungen auf dem Geldschein erliutern kénnen. der
Sextant. die Triangulation und die Normalverteilung. An der
Antike interessierte Schiiler wird man aut” die Zahlenmystik der
Pythagorier hinweisen. von denen die Treppenzahlen als soge-
nannte Dreieckszahlen untersucht wurden.

Ubungen zur GauBaufgabe

In Ubungsaufeaben wird man iiber dic Standardaufgaben
hinausgehen wollen. Dazu sollen die folgenden Beispiele anre-
gen. Verspitet einsetzende Reihen wie 36 + 37 + 38 + 39 + 40
konnen nach den ersten beiden Strategien ohne Formel bestimmt
werden: werden sie verlingert und mit Plinktchen abgekirzt ge-
schrieben wie 36 + 37 + ... + 57 + 58, crfordern sie zusiitzliche
Uberlegung. DaB die Summe der natiirlichen Zahlen sich nicht
proportional entwickelt. wird den Schiilern nach der folgenden
Frage klar: Karls Treppe ist dreimal so hoch wie die Treppe von
Jens: braucht Karl dann auch dreimal so viele Steine? Fiir grofie
Zahlen ist der Zusammenhang fast quadratisch. Nicht so leicht
zu beantworten ist die Frage. wie vicle Stufen man mit einer fe-
sten Anzahl von Klotzen schafft: der geschulte Algebraiker 16st
eine quadratische Gleichung. ein Schiiler der Unterstufe kommt
schon ans Griibeln. Hierzu sind auch physikalische Aufgaben
zum freien Fall mit konstanter Beschleunigung moglich. Wenn
cin Korper in der ersten Sckunde | m. in der zweiten 2 m fillt
und so weiter. lift sich die Entfernung nach bestimmter Zeit aus-
rechnen: umgekehrt kann man auch dic Fallzeit zu gegebener
Strecke ermitteln.
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