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fast die Hültte aller Schülerinnen und Schüler könnten beim
Bruchzahlaspekt ..Maßzahl: gen'reine Brtiche" ihre Leistungen
signifikant verbessern. wenn sie zumindest die erste Grundvor-
stellung sicher beherrschten. Hieraus ergibt sich für den Mathe-
matikunterricht, daß bei der Behandlung der Bruchrechnung erst
dann im Unterricht fortgeschritten werden sollte, wenn ntög-
lichst alle Schtilerinnen und Schüler zumindest die erste Grund-
vorstellung sicher beherrschen. Es ist ratsam, dies durch schrif i-
l iche Tests oder Klassenarbeiten zu überprüfen.

Ferner ergeben sich aus den Ergebnissen bezüglich unserer Un-
tersuchungsfiage direkte Hinweise auf mögliche Diff'erenzierun-

-qen. Bei schwächeren Schülerinnen und Schülern sollte man auf
clie Einfl ihrung der zweiten Grundvorstellung verzichten. Lei-
stungsstarke Schtilerinnen und Schüler sollten diese hingegen
zusritzl ich zur ersten Grundvorstellung kennenlernen (innere
Differenzierun-e): denn dadurch werden diese Schülerinnen und
Schüler zusätzlich gefirrdert. Ferner wird diesen Schülerinnen
und Schülern die Möglichkeit gegeben, den BruchzahlbegritT aus
einer weiteren Perspektive zu betrachten. Speziell f i . ir Ge-
samtschulen besteht konkret die Möglichkeit, bei einer eventuel-
len Wiederholung der Bruchrechnung in Klasse sieben in den
Mathernatik-Erweiterungskursen die zweite Grundvorstellung
der Bruchrechnung zu behandeln. In den Mathematik-Grund-
kursen. in denen sich eher die schwächeren Schülerinnen und
Schli ler befinden. sollte man dage-uen auf die Behandlung der
zweiten Grundvorstellung verzichten (äußere Differenzierung).

Ferner sollte man nicht ausschließlich die zweite Grundvorstel-
lung im Unterricht eintühren, da dies zu signifikant schlechteren
Schi.i lerleistungen beim Bruchzahläspekt .,Maßzahl; gemeine
Brüche" führt als die Behandlung der ersten oder beider Grund-
vorstellungen irn Unterricht. Werden beide Grundvorstellungen
irn Mathen.ratikunterricht eingeftihrt. clann sollte den Schülerin-
nen und Schülern unbedingt auch die Ergebnisgleichheit beider
Crundvorstellungen verdeutlicht werden. da hier nach unseren
Untersuchun-esbefunden ebenthlls große Defizite vorhanden
sind.
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Lineare Algebra der Mittelstufe und Geometrie des Dreiecks
Michael  Spielmann

I Einlei tung
T
I Die folgenden Ausftihrungen verstehen sich als Anregung

zu selbständiger Schülerarbeit. Auch Schüler der Mittelstufe sind
durchaus in der Lage, an offenen Aufgabenstellungen weiterzu-
fbrschen. Will man die Förderung mathematisch begabterer
Schüler ernstnehmen. kijnnen solche Aufträge in mehrfacher
Hinsicht den Unterricht bereichern: die aktiven Schtiler können
ihr Potential durch das interessante und anspruchsvolle selb-
ständi-ee Albeiten besser entfalten. sie werden vielleicht ihre Er-
gebnisse vor der Klasse vortragen Lrnd dabei Sicherheit in der
Darstellung fachlicher Inhalte gewinnen. und die Klasse insge-
samt erhiilt einen E,indruck von Mathematik. der über das Stan-
dardplograrnrn hinausreicht. Zur Bewiilt igung der Aufgabe sind
fblgende Kenntnisse vorallszusetzen: Die Formel für die Fläche
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Die Dreiecksfläche
Gegeben sind die Punkte O(0/0), P(-r1l1'1) und 0(-r:/-r,r) im

eines Dreiecks. verbunden mit dem Satz.
Grundseite und gleicher zugehöriger Höhe
bleibt, und die Geradengleichung.

daß bei gleicher
die Fläche gleich-

Koordinatensystem. Wir möchten die Fläche des Dreiecks OPQ
bestimmen.

Da Grundlinie und Höhe nicht leicht berechenbar sind. wird man
zu einem umfassenden Rechteck ergänzen und anschließend
durch wegnehmen von Teildreiecken zum Ergebnis kommen.

A n - A t - At - At = r2-! I - 0,5x2.r.,2 - 0,5(,t2 - xr )(r'I - .t :) - 0,-5:111,1

) t o



PM BEITRAG
in n taucht also genau dieser merkwürdige Term der Dreiecks-
fläche auf. Ganz grob betrachtet könnte dann doch ri(r2 - 11) =
-r:Jr - rr),r eine Rechteckfläche sein. mit dem doppelten Drei-
ecksinhalt.

Wie kann man sich diese Eigenschaft geometrisch vorstellen?
Läßt sich ein geometrischer Zusammenhang zwischen der Fläche
A des Dreiecks und dem Achsenabschnitt n der Geraclenslei-
chung finden?

Zusammenhang zwischen Dreiecks-
f läche und Geradengleichung

Scherung führt zur Lösung des Rätsels. (Fig.,1)

Behalten wir die Distanz der Punkte P und Q f'est und bewegen
wir diese Punktkombination auf der Geraden. so bleibt die Flä-
che von OPQ unverändert gleich: die Grundseite (Distanz PO)
und die Höhe (Distanz d(O; g)) verändern sich ja nicht.

Fig. I Fig. -5

An der Zeichnung (Fig. 5) erkennt man sofbrt. daß zu n als
Grundseite die .r-Differeflz x2 - x1 als Höhe gehört. Die unter-
schiedlichen Lagen möglicher Dreiecke erfbrdern jetzt noch ei-
niges an Scherungen und Argumentationen, um eine vollständige
Fallunterscheidung zu garantieren. Prinzipiell ist aber die Frage
nach dem Zusammenhang zwischen Dreiecksgröße und den Pa-
rametern der Geradengleichung beantwortet.

Einige weitere Fragen können sich anschließen. Hätte rnan nicht
auch zum x-Achsenabschnitt hin scheren können? Wie wirkt sich
der Spezialfall der waagerechten Geraden aus? Haben die Gera-
de durch O und P und die Gerade durch O und O auch etwas mit
der Dreiecksfläche zu tun?
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Fig.  I

Auflösen und zusammenfassen führen zum Ersebnis

A = 0,5(-r:-r 'r -.rr.r ' :).

Es kann passieren, daß die Flächenmaßzahl ein negatives Vor-
zeichen erhält; das liegt natürlich an der zufiilligen Reihenfolge
der Punkte P und Q. Als Fläche wird man also den Betrag des
Terms nehmen. Die Unabhängigkeit der Formel von der jeweil i-
gen Lage von P und Q kann leicht an verschiedenen Skizzen
(Fig. 2, 3) untersucht werden. Ich möchte mir das hier sparen,
aber betonen. daß dies für Schüler eine gute Übung ist. Fortge-
schrittene werden im Term die Determinante erkennen.

Fig. 2 Fig. 3

Bei Untersuchung des Terms fällt auf, daß im Vergleich zur her-
kömmlichen Dreiecksformel der Faktor 0,5 wieder aufiaucht, an-
sonsten aber Grundseite und Höhe nicht. da der Term nicht auf
c in lache Art  zu luktor is ieren is t .

Die a l lgemeine Geradengle ichung
Die Punkte P md Q legen eindeutig eine Gerade I'est; da-

her stellt sich die Frage nach dem Zusammenhang zwischen
Dreiecksgröße und den Parametern der Geradengleichung.

Bestimmen wir einmal aus den Punkten P(x1ly1) und Q(.r2lr,2) die
Gleichun-u )' = rnt + n der Geraden S(.P: Q): nt = (yt - ),)l
(r: - xr) ist nicht besonders aufregend; das aus den Punkten P
und Q zu bildende Steigungsdreieck kann in der Fläche von
OPQliegen, es kann sie aber auch lediglich zum Teil überlagern.

\ ')= tttxz + n. einsetzen von /11 ergibt

- r , t  =  ( J : - l r ) / ( r : - 1 1 ) . 1 2 *  n

r?r  = - ] ' r -  0 ' : - . f r ) / ( . t : -  xr )  .  x :
= f-1', (-r1 - _r1) --r:(,r.: - r.r)l/(r: -.,rr)

= [r2-r.1 -,r1)1 - -r2.]'2 + ,r2y.tll(.r:2 - r1)
= [-r:) r - -r1 .r'2]/(.t2 - x1)
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