Rund um den Feuerbachkreis
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Zentrische Streckung

Abbildungsvorschrift:

Die zentrische Streckung ist festgelegt durch einen Punkt Z, das Zentrum, und eine Zahl k ungleich 0, die Streckungszahl (Streckfaktor, Abbildungsmaßstab).

Jeder Punkt P verlagert sich auf seinem Streckungsstrahl durch Z nach P´ so, dass 
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ist. 

Für k>0 liegt P´mit P auf derselben Seite von Z, für k<0 auf der anderen Seite von Z.

Die Konstruktionen ergeben sich aus dem ersten Strahlensatz.

Invarianten:

Insbesondere ist die Abbildung geradentreu, parallelentreu, winkeltreu, längenverhältnistreu. Der Umlaufsinn bleibt erhalten.

Z ist Fixpunkt.

Euler-Gerade

Leonhard Euler (1707/83) fand den Satz 1763.
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Gegeben ist das Dreieck ABC. Die Höhen schneiden sich im Höhenschnittpunkt H. Die Mittelsenkrechten schneiden sich im Umkreismittelpunkt M. Die Seitenhalbierenden schneiden sich im Schwerpunkt S. 

Strecken wir ABC über S mit k= –1/2, entsteht das Mittendreieck MaMbMc.
Dabei gehen die Höhen von ABC in die Höhen von MaMbMc über, die aber auch Mittelsenkrechte von ABC sind. H geht in M über. 
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 H,S,M liegen auf einer Geraden. Es gilt HS = 2 SM.
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Das ist der Satz von der Euler-Geraden.

Feuerbachkreis (Neunpunktekreis)

Euler bewies 1765, dass das Höhenfußpunktdreieck und das Mittendreieck denselben Umkreis haben. Jean Victor Poncelet (1788-1867) hat wahrscheinlich als erster den Beweis vollständig geführt, das war 1821.  Karl Wilhelm Feuerbach (1800/34) veröffentlichte diesen Satz 1822, aber unabhängig von Poncelet, und mit dem wichtigen Zusatz, dass der später nach ihm benannte Kreis die drei Ankreise und den Inkreis berührt. 
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Gegeben sind die Dreiecke ABC und MaMbMc. 

F ist Umkreismittelpunkt von MaMbMc.

Wir erinnern uns: M ist Umkreismittelpunkt von ABC und Höhenschnittpunkt von MaMbMc. S ist Schwerpunkt von ABC aber auch von MaMbMc. 
(F ist also Höhenschnittpunkt des Mittendreiecks von MaMbMc.)

erster Schritt:
Wir strecken MaMbMc über S mit k= -1/2.

Dabei geht M in F über. Es gilt MS = 2 SF.

Alle Teile der Euler-Geraden sind also Vielfache von SF.  
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zweiter Schritt:
Wir strecken ABC über H mit k=1/2.

Dabei geht ABC über in EaEbEc, das Dreieck aus den Mitten der oberen Höhenabschnitte.
Nun ist EaEbEc kongruent mit MaMbMc und in paralleler Lage. Wir haben also zentrisch EaEbEc über S mit k=1 gestreckt auf MaMbMc. Die beiden Dreiecke gehen also durch eine Punktspiegelung auseinander hervor. H ist in M übergegangen;  das Zentrum der Abbildung muss die Mitte von HM sein, also F.

Sie haben denselben Umkreis, also liegen die Punkte Ma,Mb,Mc,Ea,Eb,Ec auf einem Kreis.

EaMaHa ist rechtwinklig über dem Durchmesser EaMa; nach Thales liegt Ha auf dem Kreis.
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Die Höhenfußpunkte Ha,Hb,Hc liegen also ebenso auf dem Kreis.

Insgesamt gilt:

Satz vom Feuerbachkreis


In jedem Dreieck liegen die Seitenmitten, die Höhenfußpunkte und die Mitten der oberen Höhenabschnitte auf einem Kreis.
Der Radius des Feuerbachkreises ist der halbe Umkreisradius. 
Der Mittelpunkt liegt auf der Euler-Geraden und halbiert MH.

Interessant ist auch die weitere Untersuchung:

Schwerpunkt eines Vierecks

Der Schwerpunkt des Dreiecks ist Schnittpunkt der drei Seitenhalbierenden.
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Wenn man ein Dreieck als entartetes Viereck auffasst, müsste ein Punkt zu einer Strecke ausgedehnt werden, die Verbindung der Seitenmitte mit dem Eckpunkt wird also zur Verbindung der gegenüberliegenden Seitenmitten.

Wir definieren den Schwerpunkt eines Vierecks als Schnittpunkt der Verbindungslinien gegenüberliegender Seitenmitten.

Dann gilt der Satz:
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Gegeben ist ein Viereck ABCD. Die Verbindung der Mitten von AB und CD sei s, von BC und DA sei t, von AC und DB sei v. 
s und t und v schneiden sich in einem Punkt, der sie alle halbiert.

Der Beweis ist mit Strahlensatz zu führen.

Die Diagonale des Vierecks ist parallel zu den Verbindungen der anstoßenden Seiten und jeweils doppelt so lang. Die Seitenmitten bilden also ein Parallelogramm; seine Diagonalen sind die Schwerlinien des Vierecks; sie halbieren einander.

Diese Argumentation ist unabhängig von der Form des Vierecks, es kann insbesondere nichtkonvex sein, und es kann räumlich sein.
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Wir suchen den Schwerpunkt des Vierecks ABCH.

Mitte von HC ist Ec, Mitte von AB ist Mc. Der gesuchte Schwerpunkt ist die Mitte von EcMc, also der Mittelpunkt F des Feuerbachkreises.

Ankreise
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Gegeben ist jetzt ein Dreieck ABC mit O als Inkreismittelpunkt. Die Ankreismittelpunkte seien Oa, Ob, Oc. 

Die Winkelhalbierenden wa des  Innenwinkels 
[image: image3.wmf]a

 und wa* des Außenwinkels 
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 stehen senkrecht zueinander; die Innenwinkelhalbierenden des Dreiecks ABC sind also Höhen des Dreiecks OaObOc; daher sind die Punkte  A, B, C Höhenfußpunkte im Dreieck OaObOc. 
Der Umkreis von ABC ist also Feuerbachkreis von OaObOc.
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Besonders sind also die folgenden Behauptungen schnell zu begründen:

Gegeben ist ein Dreieck ABC mit seinen Ankreisen mit Mittelpunkten Oa, Ob, Oc.
a) Der Umkreis des Dreiecks ABC halbiert die Strecken OaOb, ObOc,OcOa.

b) Der Umkreis des Dreiecks ABC teilt die Strecken AOa, BOb,COc im Verhältnis 2:1.

c) Der Mittelpunkt M* des Umkreises von OaObOc und die Punkte O und M liegen auf einer Geraden, und es gilt MM* = OM.

d) Man kann den Umkreis ohne Mittelsenkrechte konstruieren. 
Konstruiere OaObOc. Konstruiere die Punkte Ma* und Ea*, die Strecke Ma*Ea* ist der Durchmesser des Umkreises von ABC.

Übungen

1. Fertige eine sorgfältige Zeichnung des Dreiecks mit Feuerbachkreis an, aus der alle Gegebenheiten gut zu erkennen sind:
a) spitzwinklig mit a = 18 cm, b = 14 cm, c = 16 cm
b) stumpfwinklig mit a = 8,5 cm, b = 17,5 cm, c = 13 cm .

2. Begründe, dass die Eulergerade des Mittendreiecks mir der des Ausgangsdreiecks identisch ist.

3. Begründe, dass der Umkreis des Dreiecks ABC zugleich Feuerbachkreis des Dreiecks aus Inkreismittelpunkt und zwei Ankreismittelpunkten ist.

4. Bei welchen Dreiecken
a) geht der Feuerbachkreis durch eine Ecke
b) berührt der Feuerbachkreis eine Seite
c) schneidet der Feuerbachkreis eine Seite genau einmal
d) ist der Feuerbachkreis zugleich Inkreis
e) fallen die Mittelpunkte von Umkreis und Feuerbachkreis zusammen
f) berühren sich Umkreis und Feuerbachkreis
g) schneiden sich Umkreis und Feuerbachkreis?
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